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Kapittel 1: Residueregning, invers Laplace- og
Fouriertransformasjon

1.1 Residueregning

Det skal vises hvordan man kan finne den inverse Laplace- og Fouriertransform for funksjo-
ner som er kontinuerlige i tidsplanet (tilsvarende for tidsdiskrete funksjoner i et seinere
kapittel). Vi skal farst konsentrere oss om Laplacetransformen, og etterpd se hvordan mar
kan betrakte Fourier-transformen som en Laplacetransform, og dermed bruke samme lgs
ningsmetode for a finne den inverse Fouriertransformen.

(I et seinere kapittel skal vi se hvordan metoden som presenteres i dette kapittelet ogsa ka
brukes for & finnénvers z-transfornoginvers diskret Fouriertransforpsom vi bruker for a
beskrivediskretesignaler.)

Deninverse Laplacetransformasjonh(t) av en funksjonH(s) er

O'+joo
h(t) = 2—1[] [ H(oesds (1.1)

0—joo

Merk at vi i dette kurset bruker sma bokstaver for funksjonglanet, og stores-planet.c

er slik at den loddrette linjeRe(9 = o i det komplekse plan ligger innafor konvergensom-
radet til Laplacetransformen. Integralet (1.1) er vanskelig a lgse direkte. Vi skal na forklare
hvordan man kan benytt@sidueregningfor a lgse (1.1). Denne metoden baserer seg pa
resultater fra kompleks funksjonsteori. Der dreier det seg om a finne integralet av en funksjon

F(s) i en kompleks variabed , nar integrasjonsbafien er en lukket kmaturviseren i
det komplekse plan som vist pa figur 1.1.

Im

A

s-planet

konturl”

/

Re

Figur 1.1



2 1. RESIDUEREGNING INVERS LAPLACE- OG FOURIERTRANSFORMASJON

Det kan da vises at hvi§(s) analytisk innafor konturen (“analytisk’= F(s) og alle
deriverte avF(s) , eksisterer overalt innafor konturesé er konturintegralet

IF(s)ds =0 (1.2)
Hvis F(s) derimot har en pah av orden innafor kontufen , slik-és) kan skrives
som
F(s) = G , der G(s) ikke har pol(er)s = a , (1.3)
(s—am

sa sier den sékaltesiduesatserat

ZimfF(s)ds :SR:es[aF(S)] = (mfl)! [::n__ll[(s— a)mF(s)]L= . (1.4)
der RedF(s)] (uttales “residuettiF(s) a %
Form = 1 blir (1.4) atskillig enklere
z%jfﬂs)ds = RegF(9] = [(s=AF (3] -, w5)
Hvis det er flere polea, innafor konturéh  har vi
é-lTEIF(S)ds = ZR(ses[ngls)] (1.6)

| (1.6) anvender vi (1.5) eller (1.4) avhengig om paen  er enkel eller av hgyere orden.

1.2 Invers Laplacetransformasjon

Hvordan kan sa dette brukes for & finne en invers Laplacetransform? Venstresida i (1.6)

ligner pa (1.1), medF(s) = H(s)e's . Problemet er integrasjonsbanen til (1.1), som ikke er
lukket. Vi ma derfor bruke et knep for a lukke integrasjonsbanen. Betrakt figur 1.2:

1. | det generelle tilfelle skal hgyresida i (1.4) veeréim 1 de_l
' ' s a(m—1)1Ygm-1

men for de funksjoner vi vil komme borti, trenger vi ikke foreta grenseovergang.

[(s—a)"F(s)]5
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O+ oo

Im

—0 Re

0—j
Figur 1.2

Gitt integrandenH(s)ets i (1.1). Et sett poler i denne integranden er antydet i figur 1.2. Et
mulig konvergensomrade er angitt ved skravering. De oppgitte poler og det angitte konver-
gensomrade forteller at Laplace-transformen svarer til et hgyresidig tidsforlap (se notat 2).
Polenes beliggenhet forteller at dette hayresidige tidsforlgp er stabilt. Som det framgar av
figur 1.2 har vi modifisert integrasjonsbanen. Vi har fayd til en uendelig stor halvsirkel inn i
venstre halvplan, for a fa til en lukket kontur.

Dette kan vi tillate oss uten & endre verdien av integralet (1.1), sa
o - .

Hvis integranden er null sa lenge vi befinner oss pa den uendelig store halvsirkelen, gir den
intet bidrag til integralet. HvisH (s) er et rasjonalt uttrykk, sa er dette oppfylt (dette er ikke
helt trivielt og ma bevises, det gjares ikke her) nar graden av nevneren egmiistere enn
graden av telleren. Vi kaller dd (s) strengt proper. H(s) vil alltid veere strengt proper for

de kontinuerlige signaler og systemer vi skal arbeide med. Vi kan altsa konkludere med at
den loddrette integrasjonsbanen i (1.1) uten videre kan lukkes med en uendelig stor halvsir-
kel, uten at dette bergrer verdien av integrddsirmed kan vi bruke residuesatsen ved
invers Laplacetransformasjon

lerfgkets| — 0 nar

Hvis vi har dobbeltsidige eller venstresidige tidsforlgp, blir det litt annerledes.

| figur 1.3 har vi poler i begge halvplan. Siden konvergensomradet i figur 1.3 er ei stripe,
svarer dette til et dobbeltsidig tidsforlgp (se leerebpk@en hgyresidige delen av tidsforlg-
pet er i dette eksemplet ustabilt, siden en av polene som svarer til det hgyresidige tidsforlgpe

1. Nar det her og seinere henvises til “laereboka”, m&iggwals and Systenas Oppenheim, Willsky,
Young.
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o+ joo
AIm
X
X
—00 [o0]
Re
X
X
0—j
Figur 1.3

ligger i hgyre halvplan. (Dette medfgrer at den imaginaere akse ligger utafor konvergens-
stripa; vart tidsforlgp er i dette tilfelle ikke Fouriertransformerbart). Vi samler residuene i to
grupper, de som svarer til poler til venstre for den loddrette $injac (som ma ligge et sted
i konvergensomradet), og de som svarer til poler til hayre for den. Konturintegralet som skal
omslutte poler til hayre fos = ¢ ma na dannes ved hjelp av en uendelig stor halvsirkel inn i
hayre halvplan. Denne konturen far da motsatt dreieretning av den fomigeurviseren.

Dette farer til den enkle endring i (1.4) og (1.5) at vi ma bytte fortegn. Dermed er vi nd i
stand til angi den endelige formel for invers Laplacetransformasjon ved hjelp av residue-
regning:

oo 0 D)y RegH(S)e")
hy = 5= [ HEeds=g T ° W
am Ty (1) Y RegH(s)e']
cT %2 (1.7)

dera;; svarer til poler til venstre for den loddrette linj&d 0 a0g  poler til hagyre for den.
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1.2.1 Invers Laplacetransformasjon - et eksempel

Na skal vi demonstrere metoden med et eksempel. Vi bruker symbhlghe H(9)g ,
siden tidsfunksjonen sveert ofte er en impulsrespons og den tilsvarende funksjen ew
transferfunksjon. Men dette gjelder sjalsagt for et vilkarlig Laplacetransform-par

L
X(1) o X(s)
: _ 1
Gitt H(s) = TDR0S (1.8)
Dette ma vi farst bringe pa formen
H(s) = — =2 (1.9)
(s—-1)%(s-2)

For at inverstransformen skal bli entydig (se leereboka), ma ogsa konvergensomradet vaer:
oppgitt. Det er i dette tilfelle som vist i figur 1.4.

Im
A
Re
KX~
1 2
Figur 1.4

Vi ser av konvergensomradet og polenes plassering at vi har et dobbeltsidig tidsid)lap :
og at den hgyresidige delen av det er ustabilt. Na kan vi fife ved hjelp av (1.7):

. = lg _ ZD_—Z ts
o F41011a OV G512 2)° as=l

= — —_— tSdsz D (110)
21 I (s—1)2(s—2)e 0 0 -2 s
o DA

h(t)

s=2
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Det hgyresidige tidsforlgpet blir da

(0 = w03 o] (L.11)
dvs.

hy(t) = pl(t)[ —2_tets + —2 ets} = py(t)(2tet + 2¢t) (1.12)

(s-2) (s—-2)2 Js=1

Det venstresidige tidsforlgpet blir:

hy(t) = —pl(—t)[(s:zl )ZetsL:Z = py(t)2e2 (1.13)
Vi kan da skriveh(t) som

h(t) = py(-t)2e? + p, (t)(2tet + 2et) (1.14)

Der p,(t) er enhetssprangfunksjonen. Sa langt den inverse Laplacetransformasjon.

1.3 Invers Fouriertransformasjon

Hvis vi foretar et skifte av integrasjonsvariabel i (1.1) ved & forutsette 0 0g sa sette
S = jw, dvs.ds = jdw, blir (1.1) etter litt mellomregning:

h(t) = ElﬁJ’ H(jw)el“tdw (1.15)

—00

Vi gjenkjenner (1.15) som den inverse Fouriertransformasjonen. Dermed kan Fourier-trans-
formasjonen betraktes som et spesialtilfelle av Laplacetransformasjonen, hvor den imaginaere
akse er integrasjonsbanen, dvs. konvergensomradet iinbefatter den imaginsere akse. La oss
vise metoden med et eksempel. Vi tar utgangspunkt i Fouriertransformen i eksempel (4.8) i
leereboka:

2a

Vihars = jw,dvsw = s/ = —js . Visetterinn foo og faktoriserer nevneren:
_ 2a _ 2a _ —2a _
X(w) = a2+ (—js)2 a2-s2 (s+a)(s-a H(s) (1.17)
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Polene og konvergensomradet er vist i figur 1.5:

Im

XX
—-a| a
Figur 1.5
Residueregning gir da (dette gjor du sjal)
X(1) = Wy (eat+ (e ™ = e (1.18)

1.4 Bemerkning om notasjon

| dette kurset vil vi av bekvemmelighetsgrunner ikke vaere helt stringente nar det gjelder
notasjon for uttrykk i frekvens- ogplan. Et kontinuerlig signal med impulsrespohét)

har en Laplacetransform betegnet méds) , mens Fouriertransformen vil bli betegnet med
H(w) . Dette er strengt tatt noe tvilsomt.. Ta transferfunksjonen

1
H = 11
(8) = 7o (1.19)
Fouriertransformen vet vi at vi far nar vi setter m joo . Vifar
H(jw) = — (1.20)
9= T e -
som egentligkke burde skrivesH (w) , fordH(w) = 1+1Tw
Man skulle altsa egentlig ha skrevet(s) o jw) , Slik som man finner det i mye av
litteraturen..
Veer derfor klar over at nar vi for lettvinthets skyld skrivet (w) " mener vi egentlig

H(jw).
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Kapittel 2:  Diskrete signaler og systemer

2.1 Innledning

Vi vet at vi med utgangspunkt i Fourierrekka for periodiske kontinuerlige signaler, kan
definere Fouriertransformasjonen for ikke-periodiske kontinuerlige signaler. Vi vet at hvis
signalet er en impulsrespons for et LTI-system, sd er Fouriertransformen til dette signalet
frekvensresponsen for det samme systemet. Vi vet at vi kan betrakte Fouriertransformasjonel
som et spesialtilfelle av Laplacetransformasjonen.

Vi kunne gatt fram pa akkurat samme mate dmkrete signaler og systemer: Fra diskret
Fourierrekke til -transformasjon, til frekvensrespons, sa til Z-transformasjon (som vi skal se
er en parallell til Laplace-transformasjonen for kontinuerlige signaler). For & utnytte tida litt
bedre, velger jeg imidlertid & gjgre dette pa en litt annen mate. Dette medfarer bl.a. at diskre
Fourierrekke utsettes noe (men for de som gnsker en helt tilsvarende gjennomgang for dis
krete signaler og systemer som vi gjorde for kontinuerlige, henvises til laereboka).

2.2 Representasjon av diskrete systemer

Pa samme mate som et kontinuerlig lineaert system kan karakteriseres ved impulsresponse
h(t), skal vi na karakterisere et diskret lineaert system veddiskmete impulsrespons

h[n] . Merk at vi brukehakeparentes[ ] for & markere tidsdiskrete signaler. Farst definerer
vi den diskrete analogi til diracpulse(t) for det kontinuerlig tilfelle, nemligdiskrete
enhetspuls d[n] :

Eil, n=0
o[n] = O (2.1)

o, n#0

O
2 T T T T T T T T T
| T 3[n] |
(0, 2 @ @ @ @ @ @ @ @ L J
I T T R e R

Figur 2.1
Nar inngangssignaletx[n] = 8[n] , blir utgangen en diskret impulsresgdqmg som

f.eks. kan se ut som skissert i figur 2.2.
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-0.5

S |

_l | | | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10N

Figur 2.2

Anta na at inngangsignalet er et vilkarlig tisforlzpk]

Siden h[n] er impulsresponsen til et diskret LTI-system, gjelder superposisjonsprinsippet.
Det betyr at utgangery[n]  kan betraktes som en sum av en rekke impulsresponser, hvor
hver impuls som farer til en tilsvarende respons inntreffer vedkiida , og har amplituden
x[K] ved denne tida. Vi kan altsa skriwgn] som

n
yirl = x[O]h[n] + x[2]h{n—1] + ... +x[n-1]h[1] +x{rh[0] = ) h[n-Kx[K (2.2)
k=0

I (2.2) erx[kK] = 0 fork<O . Det er ogsa antatt at systemet er kausalt, fordi det i (2.2) ikke
er noen bidrag tily[n] frax[k] nd>n

Den generelle versjon av (2.2) blir
y[n] = Z h[n— K x[K] = h[n]*x[n] = z h[ K] X[ n— K] (2.3)
k = —o0 k= -0
(2.2) og (2.3) kaller vi diskret folding. Den er som antydet i (2.3), kommutativ, akkurat som i
det kontinuerlige tilfellet. Den er ogsa asossiativ og distributiv.

(Som vi vil oppdage etterhvert, gjelder det generelt at de egenskaper vi kjenner fra kontinuer-
lige signaler og systemer, har sin parallell i det diskrete tilfelle).

2.2.1 Merknad om folding for kontinuerlige signaler

Formelen (2.3) er analog méaldingsintegralet

(o]

y(t) = J’h(t—T)x(T)dT = h(t)* x(1) (2.4)

for det kontinuerlige tilfellet.
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Faktisk kan kontinuerlig folding gis en “fysisk”, intuitiv tolkning nettopp ved a betrakte (2.4)
slik som vi betraktet (2.3): Kontinuerlig folding kan betraktes som en uendelig sum av sma

impulsresponser, hvor hver impuls (deltafunksjon) inntreffer ved tida , og har arealet

X(1;)At ved denne tida:

y(t) = Z h(t—t,)x(t))At  ,herer AT = 1,—-T,_; (2.5)

i = —o0

2.2.2 Merknad om frekvens for diskrete signaler

Pr. definisjon setter vi avstand i diskret tid mellotn] o+ 1] diinénsjonslas

tid). Anta at det diskrete signalet framkommer vasting (“sampling’ pa engelsk) av et
kontinuerlig fysisk signal. M.a.o.: Det diskrete signalet representpretktprover
(“samples) av det kontinuerlige, fysiske signal. Man har dermed en fysisk tidsav3tand
mellom to “samples kallestastetid”, “samplingstid’). Anta at et signal med fysisk
frekvensw tastes med tastefid . Nar vi beskriver det tastede, diskrete signalet med dimen
sjonslgs tidsavstand = 1 (vi skalerer det i tid) ma det lede til en tilsvarende skalering i
frekvens:w svarer til edimensjonslgs frekven2 = wT.

Eksempel:

ErT = 0.001s = 1ms, ogw = 3000 rad/s (dette svarer 8000/ 21 = 477 Hz),sa
blir den dimensjonslgse frekvefs = 30000J0.001= 3

Vi vil i dette kurset bruke sto  for & markere dimensjonslgs frekvens, som altsa gjelder for
diskrete signaler med tastetid 1 (dimensjonslgs tid). Se ogsa laereboka side 30.

Vi skal na finne et uttrykk for (dimensjonslgs) frekvensrespons, nar impulsrespbpisen
er gitt. Denne frekvensresponsen er desirete Fouriertransfornav tidsforlgpeth[ n] .

2.3 Den diskrete Fouriertransformasjon

Gitt et stabilt diskret system med impulsrespon$én] . Vi eksiterer det med det diskrete
inngangssignalet x[n] = sin(Q[n]) 7o<n<® . Siden signalet har vaert pasatt siden
n = —oo 0g Ssystemet er stabilt, er alle transienter dgdd ut, og vi sitter igjen med den stasjon-
aere responseg[ n)

Vi kan skrive sin(Q[n]) = Im(el@n) . Vi bruker diskret folding (2.3), hayre del, og far

(o]

yinl = ¥ hikix(n-K = ¥ h[kjIm(ei®ln-H) (2.6)

k = —o0 k = —o0
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Dette kan omformes til

* 0.
yinl = ImE 5> h[Kle-ioldCeialn 5 (2.7)
& O O
Hvis vi n& definerer
HQ) = ¥ hiKeiel (2.8)

K=—o0

kan vi skrive (2.7) som

IM{H(Q)el®IN} = Im(|H(Q)|eiTH@ei0lnl)
IH(Q)[sin(Q[n] + OH(Q))

y[n] (2.9)

(2.9) viser aty[n] svinger med en amplitude og en faseforskyvning gitt ayHihv. OHog

H(Q) er derforfrekvensresponserntil systemet med impulsresporty n] . (Merk at fre-

kvensenQ er kontinuerlig, sjgl om tida  er diskret).
Dermed eden diskrete Fouriertransformasjon

H(Q) = ¥ hinjedon, (2.10)

n=—o

Vi symboliserer denne medH(Q) = F (h[n]) , altsd som i det kontinuerlige tilfellet.

Det gjenstar na a finne inverstransformasjonen. Dette gjgres via fglgende “knep”:

Vi merker oss ae 1@l er periodisk?  med peridtie . Da framgar det av (2.10) at ogsa

H(Q) ma bli periodisk iQ med period2nm . Dermed k&h(Q) representeres ved en

“Fourierrekke”. Men merk at periodisiteten na er i frekvens- og ikke i tidsplanet. Matematisk

sett har denne forskjellen ingen betydning. Vi betrakter formlene for Fourierrekka (lesereboka
ligning (4.34)-(4.35)):

() =y a[Klek@et | eller x(t) = )3 a[Kle k™t der a[k] = a[—K] (2.11)

k = —0 k = —o0

alk] = — [ x(eTotdt | eller  a[k = 1 [ ekt (2.12)
o Tl
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Sammenligner vi (2.10) og hgyre versjon av (2.11), samtidig som vi benytté(Qyj er

periodisk iQ med period@rmt , kan vi lage en tabell som viser hvilke stgrrelser som svarer til
hverandre rent matematisk:

Fourierrekke | Diskret F.-transform
x(t) H(Q)
a[k] h[n]
Ty 2n
Wy 1

Tabellen og hgyre del av (2.12) gir oss daidgarse diskrete Fouriertransformasjonen
1 i
- ]Qn
h[n] > IZT[H(Q)e dQ (2.13)

Dermed kan vi oppsummere de to ligningene for diskret Fouriertransformasjon. For sammen-
ligningas skyld har jeg ogsa tatt med de tilsvarende ligninger nar tidsforlapet er kontinuerlig:

H(Q) = Z h[n]e-1@n H(w) = I h(t)e-jwtdt
T e (2.14)
1 - 1 :
= — jQn - = jowt
h[ n] >m I H(Q)e!*"dQ h(t) o J’ H(w)e!“'dw
21 W = —0
2.3.1 Eksempel: Utregning av en diskret Fourier-transform
Betrakt det stabile diskrete systemet med impulsrespons
h[n] = yy[n]a", O<a<1 (2.15)
1 L 4 T T
®
0.8 ® . h[n] ]
®
0.6F i
0.4F .
[ ]
0s—eo—o—o—o
5 0 5 10 15N

Figur 2.3
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H,[n] er den diskrete enhetssprangfunksjonen. Responsen er vist i figur 2.3.

Vi bruker (2.10) til & finne den diskrete Fouriertransformen til (2.15)

00 00

Q
= ng-jiQn = Diﬂ = 1 = 1 e
H(Q) z ale Z 50 = T a0 , eller G (2.16)
n=0 n=0 1-—
el
Her har vi brukt formelen for summen av en geometrisk rekke for & finne (2.16):
1+B+p2+... = ﬁ narlpl <1 2.17)

BetingelsenB| <1 er oppfylt i (2.16), fordi vi har forutsitt<1  samtidig $e¥d| = 1

Hvis derimot|al > 1 , s hadde ikke (2.16) konvergert, l6(Q) hadde ikke eksistert. Dette
er som forventet, fordia| >1 i (2.15) ville ha betydd ustabilt system, dvs. en eksponensielt
gkende tallfglgeh[n] = py[n]a" , og et slikt system er ustabilt og har dermed ingen fre-
kvensrespons. Vi trenger forgvrig ikke begrense oss til systemers impulsrespons; vi kan
sjglsagt betrakteh[n]  som et vilkarlig signal. Betingelsen for at vilkarlig signal er diskret

Fouriertransformerbart er enten at detadsolutt summeérbart eller at det harendelig
energi,

S Ihinll<eo  eller S Ih[n]|% < oo (2.18)

n=—o n=—o

Vi ser at (2.15) oppfyller (2.18), begge varianter. (2.18) er som forventet noksa lik betingelser
for eksistens for Fouriertransformasjonen for kontinuerlige tidsforlap.

Vi far bekreftet perioder2rt  foH(Q) i (2.16), for@d  bare opptrer i ledd av tyg€n
Dette vil alltid veere tilfelle for diskrete Fouriertransformer.
For flere eksempler pa diskrete Fouriertransform-par, se leereboka s. 338 - 339.

Den diskrete Fouriertransformasjonen har de samme egenskaper som den kontinuerlige
m.h.p. linearitet, folding (convolution), dualitet m.m. Se laereboka.

Nar det gjelder hvordan regne ut den inverse diskrete Fouriertransform, dvs. (2.13), kan dette
gjeres via invers z-transformasjon (beskrevet seinere i dette kapittelet).

Vi skal na ga over til z-transformasjonen for diskrete systemer, som spiller samme rolle for
diskrete systemer som Laplacetransformasjonen spiller for kontinuerlige.
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2.4 Z-transformasjonen

Vi husker at Laplacetransformasjonen kunne betraktes som en generalisering av den kontinu
erlige Fouriertransformasjonen, ved & erstatbe gedo + jw pder  var en konstant,

valgt slik at Laplacetransformasjonen eksisterte, ogsa for en rekke signaler som ikke kunne
Fourier-transformeres.

Vi skal na se at z-transformasjonen lgser samme problem for diskrete signaler. Dette forkla-
res enklest med et eksempel. Betrakt det ustabile systemet i figur 2.4 med impulsrespons

h[n] = yy[n]a" ,a>1 (2.19)

I =

- e

——e

——e

e

e
|

Figur 2.4

Dette ernkke diskret-Fourier-transformerbart, sidem>1 . Vi lgser problemet slik: Vi velger
en reell positiv konstant  slik at>a , dw/r<1 . Vi definerer en modifisert versjon av
h[n],

frn] = pyinand = py(n 20

Da vil Fouriertransformen tiﬁ[n] eksistere:

H(Q) = z Eqsl@e—lQ” -1 - Z a(reiQ)—" = Z h[n](rei®)—" (2.20)
a__.
1—Fe 1Q n=0 n=0
Vi innfarer nd en variabel = rel? (dette er analogiersti 0 + jw i det kontinuerlige

tilfelle). Da blir (2.20):

—— . eller zTZa (2.21)

H(z) = z h[n]z" = z anz" =
n=0 n=0
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H(z) kalles z-transformen tih[n] = p (n)a" , og eksisterer dalr? <1 « |7 > a

Vi kan na innfgre begrepkbnvergensomradiez-planet pa samme mate som vi for Laplace-
transformasjonen snakker om konvergensomrade i s-planet. Konvergensomradet er vist
skravert pa figur 2.5.

Im A z - planet
\ Re
T % -
J E
Figur 2.5

For signalet gitt i (2.15) blir det tilsvarende konvergensomrade som vist i figur 2.6:

z - planet

Re

Figur 2.6
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Dette signalet er stabilt. Vi ser at sirkelen gitt|dv= 1 na er inne i konvergensomradet.

Men |z = 1 svarer tilrei®n = 1 = r , dvsz = &2 . Med andre ord: Hvis z befinner seg
pa sirkelen gitt ayZ = 1 , sé er z-transforméh(z) = H(Q) = den diskrete Fouriertrans-
form. Denne eksisterer i dette tilfelle fordi enhetssirkelen ligger inne i konvergensomradet.

Dette er en ngyaktig parallell til falgende forhold for kontinuerlige signaler: Hvis den imagi-
neere akse ligger i konvergensomradet i s-planet, sa eksisterer Fouriertransformen for de
tilsvarende kontinuerlige signal, og man far den ved & substisuergw i Laplacetransfor-

men. Med andre ord spiller enhetssirkelen i z-planet samme rolle som den imaginaere akse i <
planet.

Det henvises forgvrig til leereboka, som gir en rekke eksempler pa konvergensomrader for z-
transformen til forskjellige typer diskrete signaler. Esidigediskrete signaler blir konver-
gensomradet en sirkelformet stripe med sentrum i origo (igjen i pen analogi med det vi
kjenner fra s-planet).

o0

Den generelle formelen for z-transformasjonen blirH (z) = Z h[n]z™" (2.22)
n=—oo

2.4.1 Bemerkning om notasjon

Vi har nevnt i avsnitt 1.4 for kontinuerlige systemer at lsereboka i dette kurset ikke er helt

konsekvent nar det gjelder notasjon for uttrykk i frekvens- og s-plan.
For diskrete systemer/signaler med tidsforlajn] 0g z-transfaifr) gjelder tilsva-

rende: Frekvensresponsen burde skrives k@) , IkkQ) . Av praktiske hensyn vil
vi likevel - med unntak av i utledninga i neste avsnlituke notasjoner (Q)

2.4.2 Invers Z-transformasjon - utledning

For & finne inverstransformasjonsformelen har vi bruk fath[ n]r—") , som blir

F(hinrm) = S hinl(re®)™ = H(rel?) = H(z)|

e (2.23)
Daer h[nr" = F[H(rei®)] ,dvs. h[n] = rF '[H(rei®)]
(2.13) gir da
h[n] = %{I H(rei®)eiondq (2.24)

21
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Vi substituererz = rel®? . Dette gir

dz = jrei?dQ = jzdQ O dQ = dz/ jz. Videre blirei? = z/r.

n
Visetter inni (2.24), som da blir h[n] = ;—n J' H(z)z”r—”(jIZ (2.25)
2
Dette girden inverse z-transformasjon:
[N = —— § H(z)z'-1dz (2.26)
2"’mjir |

derr er slik at sirkelen med radiuser inne i konvergensomradet.

Integrasjonsintervallet fo i (2.13) @t . Dette svarer tikat bevegeesegndreining
langs en sirkel mot urviseren, og innafor konvergensomradet (se sirkler med tynn strek i figur
2.5 og 2.6). Integranden er et rasjonalt uttrykk med poler i nevner. Dermed kan vi bruke
konturintegrasjon og residueregning (se kapittel 1) for a finne den inverse z-transform.

2.4.3 Eksempel: Utregning av en invers Z-transform

Vi tar for oss det stabile hgyresidige signalet (2.15), som har z-transform

H(z) = Z—Za (2.27)

Konvergensomradet og den ene polens plassering er som vist i figur 2.6. Enhetssirkelen
omslutter den ene polen. Dermed kan vi bruke (2.26):

hinl = o= § -dz= YR = wlnlz],_ = winar

2T[
Vg= (2.28)

som ventet. Merk at polenzi= a gir stabilt tidsforlep fordi den ligger innafor enhetssirke-
len. Igjen: Enhetssirkelen spiller samme rolle m.h.p. stabilitet for diskrete signaler og
systemer som den imagineere akse spiller i s-planet (kontinuerlige systemer).

Hvis vi skulle invers-z-transformere eénstresidigsignal, far vi et problem med invers z-
transformasjon, fordi ingen integrasjonsbane som omslutter polen er i konvergensomradet. Et
slikt signal er vist i eksempel 10.2 i laereboka, s. 632. Vi ma bruke et “knep”:

Egenskap 10.5.4 (tabell 10.1 s.654 i leereboka) sier at

h[—n] 2 Hgg, eller  h[-n] = E%ﬁ f H%%ﬂ—ldz (2.29)
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Mens konvergensomradet fdt (2) for et venstresidig signal er pa innsida av en sirkel med
radius|a , der,;,, erdenpolenH(z) som har minst tallverdi, blir konvergensomradet

. Dermed kan vi bruke (2.29) og

min|
for H(1/2) na pautsidaav en sirkel med radius/ |a
residuesatsen. Prosedyren blir som fglger:

min|

» DannH(1/2)

* Omform H(1/z) til et uttrykk G(z) , med polynomerz i teller og nevner, slik at
nevneren far faktorer av typem-a; . (Du vil oppdageat 1/a )

* Inverstransformering az(z)  ved residuesatsen gihfan] , men veer oppmerk-
som pa fglgende viktige poeng: Hvis graden i tellereG{iy) mer lavere enn graden
i nevneren, sa vih[-n]  bli pa formen
h[-n] = wy[n-m O.. ,
og h[n] vil tilsvarende fa formen
h[n] = pgy[—n-—m] .. .
Med andre ord: Bade venstre- og hgyresidige signaler vil vaeraw= 0  tidsskritt malt

fra og med origo, bakover for venstresidig signal, forover for hgyresidig. Dette kan du
om gnskelig utlede ved & bruke definisjonen (2.22) pa z-transformasjon.

Nar det gjelder dobbeltsidige signaler, kan de betraktes som summen av et venstre- og €
hgyresidig signal, og disse kan beregnes hver for seg som forklart.

2.5 Z-transformen som transferfunksjon. Differensligning

Vi har sett at hvish[n] er en impulsrespons, Mi(z) raed , gi oss frekvensrespon-

sen H(Q) for det linesere diskrete systemet. Vi har videre linearitets- og foldingsegenskaper
for z-transformasjonen (leereboka s. 649 og 652), slik at den med hensyn pa a beregn
utgangssignal hvis man kjenner inngangssignalet og impulsresponsen, kan brukes pa samnm

mate som Laplacetransformasjonen i det kontinuerlige tilfellet. Derfor kaller vi Hgh
for transferfunksjoneifor diskrete systemer.

z-transformasjonen har ogsa en annen uhyre nyttig egensdsfprskyvingsegenskapen
Denne finner du oppsummert pa side 650 i laereboka (prav a utlede den, det er ganske enkelt

h[n—m] E Z™MH(z) , eller h[n+ m| E Z™H(2) (2.30)

Denne egenskapen kan brukes pa en uhyre enkel mate til & finne en rekursiv formel (son
ogsa kalles dilifferensligning for et utgangssignay[n]  fra et system som eksiteres med et
inngangssignak[ n]
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Dette vises enklest med et eksempel. Gitt transferfunksjonen

-z __1 _vy@®
N = T T T &30

Dette betyr at y(2)(1-azl) = x(2) (2.32)

Vi kan nd invers-z-transformere pa begge sider av (2.32). Leddene pa venstresida kan invers-
transformeres hver for seg, siden (invers) z-transformasjon er lineser. Nar vi ogsa benytter
tidsforskyvingsegenskapen (2.30), far vi differensligninga:

y[n] —ay[n-1] = x[n] ,eller y[n] = ay[n-1] +x[n] (2.33)

Ved hjelp av differensligninger - som jo er rekursive, dvs. vi beregner neste utgangsverdi som
en funksjon av tidligere utganger og naveerende og tidligere inngangsverdier - kan vi umid-
delbart beregne responsen nar inngangssignalet er kjent.

| den forstand er det enklere for diskrete systemer, for i det kontinuerlige tilfellet ma vi lgse
en differensialligning for a finne tidsresponsen.

Oppsummeringsvis kan vi nA merke oss disse parallellene mellom diskret og kontinuerlig
beskrivelse:

 Differensligning svarer til differensialligning.

« Vi finner differensligninga fraH (z) ved & bruke tidsforskyving som fglger av
multiplikasjon medz .

« Vi finner differensialligninga fraH(s) ved & bruke differensiering som felger av
multiplikasjon meds .



Kapittel 3:  Diskretisering av kontinuerlig system

3.1 Innledning

Det skal vises hvordan man kan finne en diskret ekvivalent for et kontinuerlig system med
holdeelementforan ogtaster etter. Figur 3.1 viser strukturen. Holdeelementet omgjgr det
diskrete signaleu[k] - som kommer fra en datamaskin - kbatinuerlig “trappeformet”

signal slik som vist. Dette signalet pavirker det kontinuerlige systemet, og gir en kontinuerlig
responsy(t) , som tastes, og vi far et diskret utgangssigridl

Impulsresponser(t) eller transferfunksjonidifs) for det kontinuerlige system er gitt, og
man ma velge en tastetid (“samplingstid”) Da er en ekvivalent diskret transferfunksjon
H(z) entydig bestemt. A finndH(z) kalles “diskretisering”. Den ekvivalekt¢z) er
symbolisert med skravering i figur 3.1, og omfatter det kontinuerlige system med holdeele-
ment foran og tasting etter.

20 u[k] 2 u(t) RIANC AR
10 [ 10 10 1 [
0 T?THT?k 0 t t T?THTK
0 5 10 0 5 10 0 5 10 0 5 10
ukl u(t) y(1) _— ylKl
——»| Hold »| H(S) T °
H(2)

Figur 3.1

Vi skal i dette kapittelet farst utlede diskretisering ved hjelp av en tilstandsrom-basert
metode. | kapittel 4 vil vi leere en annen metode som vil veere raskere enn denne i de fleste
tilfeller.

3.2 Diskretisering via tilstandsromform

Det monovariable kontinuerlige system bringes pa tilstandsromformen

X = Ax+ Bu
y = Dx (3.2)
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Hvis utgangspunktet er transferfunksjone(s) , kan dette gjeres f.eks. ved hjelp av fase-
variabel form (Balchen: “Reguleringsteknikk”, s. 69). Vi kan da umiddelbart finne

transisjonsmatrisg = eAT . Denne bruker vi i foldingsintegralet (Balchen: s. 61), mellom
tidspunktkT og(k+1)T :

(k+1)T
x((k+1)T) = ATx(kT) + [ A+ DT -DR y(1)dt (3.2)
KT
Pa grunn av “trappe-effekten” til holdeelementet i figur 3.1 hau@d) = u[k] = konstant
for kT< t<(k+ 1)T . Viforetar ogsa et skifte av integrasjonsvariabek 1 —kT . Dermed
kan vi skrive (3.2) som
d 0
x[k+1] = ox[K] + %eA(T‘a)Bdaw[k] (3.3)
O

Her bruker vi notasjonenx[k+ 1] = x((k+1)T)

Integralet i parentes i (3.3) kan regnes ut slik at Vi far

X[k+1] = @x[K] +Au[K] (3.4)
y[k] = Dx[K], som far
der integralet blir
A = Al(eAT-1)B (3.5)

(Jeg har for enkelhets skyld antAtinverterbar, det er foravrig ikke noe problem a beregne
integralet i (3.3) uansett).

Na kan vi z-transformere begge sider av (3.4) ved hjelp av tidsforskyvingsregelen (2.30):
zX(9 = ¢x(2) +Au(2) (3.6)

Merk at mensp er enxn - matrise av reelle tall, s&e) en z-transformert vektor, og
u(z) en z-transformert skalar. (3.4) kan omformes til

(z1-9)x(2 =Au(zg O x(2 = (zl-9)tAu(2) (3.7)
Da blir y(2) = D(zl-@)1Au(2) = H(2)u(2) = Da?jz(lz—:pl(p)A u(2 (3.8)

1. (3.4) er den diskrete parallellen til den kontinuerlige tilstandsrommodellen (3.1).
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Transferfunksjonen for det diskretiserte system eraltsa

- padi(zl—9)
H(z) = D EIr A (3.9)
(I kapittel 4 vil vi vise et eksempel pa anvendelse av denne metoHenr)) er et skalart

(husk systemet er monovariabelt, sjekk gjerne dimensjonene pa matrisene for a konstatere ¢
telleren blir skalar. Nevneren er sjglsagt skalar fordi den er en determinant), rasjonalt uttrykk

i z H(z) erstrengt proper, dvs. graden i telleren er mirest lavere enn i nevneren. Dette

gjelder ikke generelt, men vil veere tilfelle nBir(z) er en diskretisert versjon av et kontinu-
erlig strengt propert system, og systemet(3.1) er strengt propert. Hvorfor?

_ B(2) b,z"~1+b,z""2+ ... +b,
H(z) kan skrives som H(z) = = (3.10)
A(D)  Z"+az"1+a,z" 2+ ... +a,
Ved & dividere med" over og under brgkstreken, far vi et ekvivalent uttrykk
* (71 b,z1+b,z2+ ... +b z"
ey AL sl ” (3.11)

A'(z1) 1+azl+a,z2+..+a,z"

(3.11) er den vanligste maten & skrive transferfunksjonen pa (vi vil i andre sammenhenger,
nar misforstaelser ikke kan oppstd, droppe superskript “ *”, og skriveHyére!) ).

Vihar A'(z1)y(2) = B"(z})u(2) . Ved & inverstransformere pa begge sider, bruke tids-

forskyvingsegenskapen til z, og lgse m.h.p[K] , far vi et rekursivt uttrykk (en
differensligning) for det diskretiserte systemets utgang som funksjon av tidligere utgangssig-
naler og inngangssignaler:

y[K] = —a;y[k—1] —a,y[k—-2] —... —a,y[k—n] + byu[k—1] + b,u[k—2] +... +bu[k—n] (3.12)

3.3 Om poler i det diskrete og kontinuerlige system

3.3.1 Polenes plassering og diskret tidsrespons
Vi kan diagonalisere (vi forutsetter for enkelhets skyld bare distinkte poler):

¢ = MPM-1 (3.13)

adj(sl — A)B

1. (3.9) er den diskrete parallell H(s) = D SI— A

, 0g utledes som vi ser pa identisk vis.



24 3. DSKRETISERING AV KONTINUERLIG SYSTEM

der M er en modalmatrise (=en matrise av egenvektorer)P og er diagonal. Vi har
P = diag(p;) , derp; er egenverdiene tfi . Ved & bruke (3.13) i (3.4), far vi

M-1x[k+1] = PM-1x[K] + M~1Au[K]

(3.14)
y[k] = DMM=1x[K]

Ved & innfereq[k] = M~1x[k] A = M~IA od = DM |, kan (3.14) skrives som

qlk+1] = Pq[K +Au[k]

~ (3.15)
y[k] = Dq[K]
Impulsresponsen for systemet blir (vis det!)
~ k—1~
h[K] = py[k—=1]DP" "A , (3.16)
som er en linezerkombinasjon av ledd av typgfik —1]pk-1 . (Dette er en parallell til at

impulsresponsen for kontinuerlige systemer vil vaere en lineaerkombinasjon av ledd av typen
u,(t)eMt )L, Dette gjelder ogsé for en generell respgfis] : Ved hjelp av diskret folding
(2.3) og (3.16), far vi ay[Kk]  blir

k
yIKl = DP'g[0] + T dipk-"Gu[m-1] , hererer ;| =A  (3.17)
m=1 ol

0g D = [dl dn} . Pa ikke-dekoplet ( = ikke-diagonalisert) form gir (2.3) og (3.4) oss

k
y[k] = Dx[0] + D S o~ "Au[m=1] (3.18)
m=1
p; i (3.17) kan veere komplekse. Da p¥  sammen med den konjugertep@f( repre-
sentere eksponensielt dempede;| &1 ) eller gkerdg>(1 ) sinusformede diskrete

tidsforlgp (leereboka, s. qui| <1 svarertipat ligger innafor enhetssirkelen. Hvs alle
ligger innafor enhetssirkelen er systemet stabilt.

1. Hvisp av polene er sammenfallende, far vi ledd av ty;p(irik— 1] kP~ 1pik_ 1

1Mt
hhv. g (tt° L
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3.3.2 Polenes plassering nar et kontinuerlig system diskretiseres

Sammenhengen mellom polenes plassering for det kontinuerlige system, og den tilsvarend
plassering for det diskretiserte system, finner vi slik: Polene til det diskretiserte system er
nullpunktene til nevneren i (3.7) eller (3.9):

1zl—@ = [zI-eAT| = [zIMM-1-Me MY = M||M-Y|z] — eNT|

(3.19)
= (z-M)(z-&T)...(z- ) = (z-p)(2-p,) ... (z-Pp)
mens polene i det kontinuerlige system er nullpunktene til nevnengs)i
sl—A = [sIMM1-MAM-Y = |M||(sl =A)||M~1
sI-A = | | = IMII( )l MY (3.20)

= (S=A)(S=7,)...(s=A,)

Vi ser altsa at polene ved diskretisering transformeres slik at poler i v.h.p. havner pa innsider
av enhetssirkelen, og poler i h.h.p havner p& utsiden av enhetssiri@sesksempel i figur

3.2. Vi kan si det slik at v.h.p. avbildes inne i enhetssirkelen, h.h.p. utenfor. Linjer parallelle

med den imaginaere akse i s-planet svarer til konsentriske sirkler om origo i z-planet, linjer
parallelle med den reelle akse svarer til straler ut fra origo. Merk at linjene i rutenettet fortsatt
krysser hverandre med 90° vinkel untatt i det singuleere punkt origo. Dette er en sakalt
konform avbildning, hvor vinkler forblir de samme ved avbildninga.

| eksemplet i figur 3.2 ef = 1. HvisT gkes, vil stabile poler bevege seg mot origo, ustabile
vekk fra origo. Videre vil gvre strale, hvlsgkes helt til 4, svinge mot urviseren til vinkel
og nedre stralmedurviseren til-t .

Vi far vansker hvisT gkes over dette: Egenfrekvenser4 , gitt av imaginaerdelen til polene
for det kontinuerlige system, blir da stgrre eon= 1W'T . Vi gjenkjemuér som halve
tastefrekvensen

Samplingsteoremet sier da at vi ikke kan gjengi det gitte systemets svingemodi entydig.

1. Nar det gjeldenullpunkteri telleren til transferfunksjoneH(s) gjelder ikke noen entydig regel for
hvordan de transformeres ved diskretisering; dette er generelt meget komplisert.

2. TastefrekvensePdr/ T kalles odsgquistfrekvensen
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LTI LTI
-1+ 1+ig
X X

-0.5
X X
s - plan

g0.5T

z - plan

Figur 3.2



Kapittel 4.  Diskretisering og regulering av kontinuerlig
system

4.1 Innledning

Vi fortsetter der vi slapp i kapittel 3. | figur 4.1 under er vist reguleringsstrukturen: Et

kontinuerlig system gitt ved impulsresponsit) eller transferfunksjohies) skal regu-
leres med en diskret regulatétg(z) . Vi har i avsnitt 3.1 leert en metode for hvordan man
kan finne en ekvivalent diskret transferfunksjbt(z) for det kontinuerlige system med

holdeelement foran og tasting etter. Dette kaitkskretisering”. Den ekvivalenteH(z) er
vist skravert i figur 4.1.

H(2)
k K t t K
_>r[ ) O_>e[ ! Hr(2) LU P —>u() H(s) —./y() T Y

Figur 4.1

Far vi gar inn pa tilbakekopling og regulering, skal vi vise et eksempel pa diskretisering ved
hjelp av den tilstandsrom-baserte metoden som ble presentert i 3.1. Sa skal vi leere en anne
metode som vil veere raskere enn denne i de fleste tilfeller. Det samme eksemplet lgses ve
denne andre metoden. Deretter skal vi se p& blokkdiagrammer, og komme med noen innle
dende betraktninger om regulatorsyntese ved diskret regulering av kontinuerlige systemer.

4.2 To diskretiseringsmetoder

4.2.1 Metode 1: Diskretisering via tilstandsromform

Vi skal n& gi et eksempel pa metoden beskrevet i avsnitt 3.1
Det monovariable kontinuerlige system er gitt ved

H(s) = S(Si 5 4.1)
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Ved & bruke fasevariabel form (Balchen: “Reguleringsteknikk”, side 68-69 og side 100, eller
Finn Haugen: “Anvendt Reguleringsteknikk”, 1992-utgaven, side 162-164) far vi
tilstandsrommodellen

Ax+ Bu 1o 1 o :
ox derA—[ },B—H,D—[l(ﬂ (4.2)

X

y

0-1 1

Vi sgker na den diskretiserte tilstandsrommodellen

X[k+1] = @(T)x[K] + A(T)u[k] 4.3)
y[K] = Dx[K] ' '
dvs. vi trenger matriseng  dy
@ kan finnes pa flere mater. Jeg velger her a bruke at
o(t) = L-Y{(sl— A)1} , eller skrevet pa en annen matep(t) lZ» (sl-A)1 (4.4)
Vi har for systemet (4.2) at
1 1
4 _ad(sl-A) _ 1 |s+1 1] _|s s(s+1)
sl—A)1 = 2 = = 4.5
(S1=A7 = A S(S+1)[o SJ 1 (45
0 —_
s+1
Fra (4.5) far vi (residueregning eller tabell over Laplace-transform-par):
L-i(si-AY = ot) = |1 (190 gr) = |2 (1-€7) (4.6)
0 et 0 eT

nar vi settet = T , def = tastetida.

Vi méa ogsa finne et uttrykk for matriga i (4.3):
A finnes enklest ved a bruke leddet i parentes i formel (3.3) i kapittel 3:

T T T
A(T) = IeA(T‘T)BdT = IeAﬁBdB = J{l—e‘ﬂ dg = {T—“eﬂ (4.7)
5 5 oL e 1-eT
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Fra (4.6) finner vi

(Zl—(p)_l - |:Z—1 eT—JZ|1 _ 1 |:Z—e_T 1—e_T:| (48)

0 z-eT| (z-1)(z-€T)

(4.8) og (3.7) girH(2) :

H(z) = D(zl—@)tA = |:1 O](Z_ 1)(12_ = |:Z—Oe-T 1Z—_e;|} |:T Ii;—iﬂ} (4.9)

(T-1+eN)z+(1-eT(1+T)) _  0bz+ D

H(2) = 22—(1+eT)z+eT Z2Z+a,z+ & (4.10)
Vi skriver (4.10) pa formen
H'(z 1) = - Elz:; EZ;_; (4.11)
Dette gir, jfr. (3.10)-(3.11), den rekursive formelen
ylK = (1+eT)y[k—1] —eTy[k=2] + (T-1+eT)u[k—1] + (1-eT(1+ T))u[k—2] (4.12)

4.2.2 Metode 2: Diskretisering via impulsresponseh[k]

Denne er noe raskere enn metoden basert pa tilstandsrombeskrivelse. Fgrste trinn er & finr
impulsresponsen til det diskretiserte systdik] . Den kan finnes slik:

Hvis vi sender en diskret enhetspud$k] inn pa holdeelementet, vil dette igjen sende en
firkantpuls d(t) inn pa det kontinuerlige system som vist pa figur 4.2:

5[k 5 h
1 —>[] Hold —>P(t) H(s) Pt . o K

Op(t)

Figur 4.2
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Denne pulsen kan oppfattes som summen av den kontinuerlige enhetssprangfunksjonen og en
negativ, forsinket enhetssprangfunksjon:

Op(t) = pq(t)—p (t—T) , dermed er L{5p(t)} = é(l—e—TS) (4.13)

Responsen til utgangssignalet blir da

he(t) = L2 (1-eT9H (95 (4.14)
Da har vi
h[K] = hp(kT) (4.15)
Na kunne vi ha funneH(z)  som z-transformenhjlk] , gjerne via tabell.
Men fglgende framgangsmate er raskere:
Polene i H(z) = B(2/A(2) er allerede kjent. Vi finner nevnerpolynon€tz) i folge
(3.19):
A2 = (z- ) (z-2T)...(z— &) = 21+ a; 2" "L +a,2'"2+... +a, (4.16)
Dermed gjenstar bare & finne koeffisientene i tellerpolynoBied . Dette kan gjares ved a
sette opp et ligningssystem basert pa inngangssigdldt (diskret enhetspuls), og den

tilsvarende responk[k] , som vi allerede har funnet som (4.15). Fra (3.12) far vi

h[1] = b,3[0] = b, O b, = h[1]
h[2] = —a,h[1] + b, 3[1] + b,3[0]

= —a,h[1] +b, O b, = h[2] +a;h[1] (4.17)
b, = h[n] +:a1h[n—1] +...+a,_;h[1]
TransferfunksjonenH(z) = B(2)/A(2)  er na funnet.
Prosedyren skal na demonstreres pa samme system som i eksemplet i 4.2.1. Gitt det kontinu-

erlige system

1

H(s) = S5+ 1)

(4.18)
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Farst finner vi firkantpuls-responsen i fglge (4.14), gjerne ved a bruke en Laplacetransform-
tabell:

he(t) = L—l%é-?%%: Wt -1+et) - (-T)(t-T—1+e-T)  (4.19)

Dette gir

h(1] = T-1+eT

(4.20)
h[2] = 2T-1+e2T—(T-1+eT) = T+e2T—-eT
NevnerpolynometA(z) blir i folge (4.16):
A2 = (z-elM(z-T) = 22-(1+e T)z+ eT (4.21)
Vi bruker na (4.21) og (4.17):
b, =h[1] =T-1+eT
(4.22)
b, = h[2] +ah[1] = T+e?T—eT-(1+e ) (T-1+eT) = 1 T(1+T)
Dermed er ogsa tellerpolynome( z) funnet. Vi oppsummerer resultatet:
_ —T _aT b,z+
Hz = T-1teNz+(1eT(1+T)) _ _biz+h (4.23)

z2-(1+eT)z+eT Z2+az+a,

som er identisk med (4.10), som forventet.

4.3 Blokkdiagram for diskrete systemer

Det ekvivalente diskrete system svarende til figur 4.1 er vist i figur 4.3. Begge blokker
Hr(z) og H(z) er rasjonale uttrykka

Dermed kan vi bruke de samme regler for reduksjon av blokkdiagram som vi kjenner fra
Laplacetransformerte kontinuerlige systemer.

Vi har fra fgr definert notasjonen

H(z) = % (4.24)
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k K k k
Moo LMT e o

Figur 4.3

N& definerer vi i tillegg

G(2)

Hr(2) = b (2) (4.25)
Transferfunksjonen fra[k] tiy[k] Dblir
_ Hg(@DH(2) B(2)G(2) . BG

U@ = T (@ ~ A(ID() +B(G(p ' e kompakiap g (4:20)
Vi ser at Hry(z) blir et rasjonalt uttrykk. Vi kan dermed finne tidsresponserr [fkd til
y[k] ved invers z-transformasjon. Og vi kan finne frekvensrespoh‘qx;\(ﬂ) ved & sette
z = 9.
4.4 Balchens “Q-transformasjon”

| Balchen: Reguleringsteknikk bind I, s. 397, er denne metoden beskrevet. Ved a substituere

(4.27)

I z-transformerte transferfunksjoner, vil de transformerte transferfunksjepé) H(q) :
Hry(q) osv. forbli rasjonale. Poenget er at enhetssirkéten 1 blir avbildet i halvplanet

Re(q) <0 . dette svarer til situasjonen i s-planet for kontinuerlige systemer. Dermed kan
Bode-diagram, Nichols-diagram etc., som brukes for Laplacetransformerte kontinuerlige sys-
temer, ogsa anvendes pa diskrete systemer som er g-transformert. Man kan bl.a. lage
regulatorer v.h.a. seriekompensasjon i Bodediagram. Det henvises til Balchen: Regulerings-
teknikk bind I. | dette kurset skal vi imidlertid syntetisere regulatorer ved hjelp av en annen
metode en seriekompensasjon, sadalplasseringog vi skal bruke z-plan-beskrivelse.
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4.5 ARMAX-modell

Betrakt reguleringsstrukturen i figur 4.4

H(2) v(t) w(t)
rik] e[k ulk] y(t) y[K]
— Hr(z2) ——] Hold H(s) |- T
- u(t)
Figur 4.4

De kontinuerlige forstyrrelsene(t)  og(t) vil fra na av bli kalt henholdsrisess-stgy
og malestgy Vi gnsker na & lage regulatorer som bade far utgangen til best mulig & falge
referansernr[k] , og samtidig motvirker effekten\g\t) Vo)

For a kunne gjgre det ma vi lage et ekvivalent diskretisert skjema, vist pa figur 4.5:

VK] wlK]

(k] _ e[k K yIK
N He@ | H(2)

Figur 4.5

Hvis vi na studerer det diskrete system innafor det skraverte omradet, kan vi definere en
sakaltARMAX-modell

A" (zY)y[K] = B*(z1)u[K] + C"(zV)e[K] (4.28)
For diskretiserte kontinuerlige systemer blir innholdet i (4.28) i fglge (3.11)

A(zY) = 1+a,zt+a,z2%+... +a,z"

4.29
B*(z1) = byjzt+b,z?+... +b,z" (4.29)
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Hvis vi bare har prosess-stgy og ikke malestgy, far vi

C'(zY) = B*(zY) ,  ¢g[k] = V[K (4.30)

og hvis vi bare har malestgy og ikke prosess-stay, far vi
C'(zY) = A" (zY) ,fordi  €[k] = w[K] (4.31)

Hvis vi har begge deler, bli€*(z1)  mer komplisert. Dette kommer vi tilbake til seinere nar
vi skal behandle regulering av systemer som utsettes for stoy sbtokastiskgrosesser.

| kapittel 5 skal vi derimot forklare hvordan vi ved hjelp av polplasserings-metodikk kan lage
regulatorer som motvirker stgy som deaterministisk dvs. impulser, sprangfunksjoner, etc.
Slike regulatorer bygger pa en modell av det diskretiserte system pa formen (4.28).



Kapittel 5:  Regulering v.h.a. polplassering

| avsnitt 4.5 definerte vi en sdkalt ARMAX-modell. Vi skal i dette kapittelet utlede to
regulatorer som kan anvendes pa et system beskrevet av en ARMAX-modell. Regulatorene
har det til felles at de bringer det lukkede systems utgang til ro etter et endelig antall
tidsskritt. En slik egenskap ved en regulator gjgr at den kalldeash-beat-regulator, dvs.
utgangen “legges dad”. Dead-beat-regulatorer er en av flere klasser av regulatorer som syn
tetiseres ved hjelp apolplassering Polplassering betyr at man spesifiserer hvor man vil at
det lukkede systems poler skal ligge, og sa velger man regulatoren slik at dette oppnas.

Vi skal se at hvis man velger regulatoren slik at alle poler i det lukkede diskrete system
havner i origo i z-planet, sa vil regulatoren veere en dead-beat-regulator.

Polplasseringsmetoder er radikalt forskjellige fra den klassiske frekvensanalytiske metoden
med seriekompensasjon i Bode-diagram. Begge er nyttige a kunne.

5.1 Definisjoner, notasjon

Gitt det apne diskrete system (som kan veere den diskretiserte representasjon av et kontinue
lig system) ved ARMAX-modellen

A(Z1ylK = zMB(zY)u[K] + C(zh)e[K] (5.1)

derm er et positivt heltall og

A(z1) = 1+a,z% +a,z2+ ... +a,z"
B(z1) = by+b,zt+b,z2+ ... +b,z" (5.2)

1y = 1 2 n
C(z?) = 1+cizt+cze+ ... +C,

Denne modellen er litt forskjellig fra (4.28)-(4.31) i kapittel 4: Polynomér1) begynner

nad med et konstantledd, mens vi i (4.28) forutsatte at farste ledd inngHoldt . Dette var en
konsekvens av diskretiseringen av et kontinuerlig strengt propert system. Men dette er ikke
noe problem: Ved & sette = 1 i (5.1) sa oppnar vi strukturen i (4.28) som et spesialtilfelle.

Hensikten med & innfen@  er & kunne ivareta effekten av en eventuell transportforsinkelse i
padraget eller malingen. Dette ivaretas mesd 1 . Mer om det seinere.

Videre: De tre polynomene kan godt ha har forskjellig grad, mysig, ne , men vi har da

uansethng, nc < n, . For enkelhets skyld setter vi stortsgthg, nc = n i det fglgende.

Merk ogsa at vi na bruker notasjonégz1) osv., iKKgz 1) osv. Vi kan slgyfe “*” nar
det gar fram av sammenhengen at vi betrakter polynomeéri , ikke polynamer i

Vi vil ogs4, for & spare plass, sveert ofte skrive uttrykk av typen (5.1) som
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Ay[ K = zMBu[ K] + Ce[K] (5.3)

Det er da underforstatt at store bokstaver betyr polynoarér i
Vi kan na skissere en reguleringsstruktur som vist pa figur 5.1:

Det apne system, beskrevet ved hjelp av ARMAX-modellen, ligger innafor det skraverte
omradet i figuren.

ARMAX
e[K] - %
rik] _ e[K u[ K] B y[K]
— > HezH p——- 772
Figur 5.1

Problemet er na & velge en regulator som plasserer alle poler i det lukkede system i origo.
Den farste regulatoren vi skal utlede, er den av alle tenkelige regulatorer som bringer syste-
mets utgang til referansen raskest, nar referansen har endret seg, og/eller systemet blir utsatt

for en forstyrrelsee[k] . Farst skal vi se pa oppgaven med a regulere utgangen til gnsket
verdi (dvs.y[k] skal fglge[k] best mulig).

5.2 Den hurtigste utgangssignal-dead-be&tegulator

For & realisere denne regulatoren foretar vi en tilsynelatende umotivert endring av regulator-
delen av systemet. Se figur 5.2

ARMAX
e[K] - %
K] ——y ] ug [ 8 ik
L ) ™™ BHFEY "l A
G(z)) |-
Figur 5.2

1. Dead-beat = “legger dgd”, dvs. regulatoren bringer systemet helt til ro
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Vi ser at regulatoren “spres” pa tre blokker i stedet for én, slik som i figur 5.1. Vi ser videre

at polynomeneC od ogsa inngar i regulatoren, samtidig som det er introdusert to nye og
forelgpig ukjente polynome& 0F . La oss na finne det lukkede systems transferfunksjon
fra r[K] til y[k] ved reduksjon av blokkdiagram:

H (z1) = BF A _ Cz™B __Czn" (5.4)
& 1+8 ,mB ABF+GZzM™B AF+Zz"G '
"BF’ A

nar vi forkorter borB -polynomet. Hvis vi na kan velge de forelagpig ukjente polyn@mer og
F slik at

C(zhH=A(ZYHF(zL) + zMG(Z1) (5.5)
sa vil transferfunksjonen fra[k] ty[k] bl

= i = m = m = —_
Hiy = ieromg = 2™ dvs. yIK = z™r[k] = r[k—m] (5.6)

Utgangen stiller seg med andre ord eksakt etter referansembare  tidsskritt forsinket.
Hurtigere er det ikke mulig & gjere ddor husk atm representerer en transportforsinkelse
mellom inngang og utgang i det uregulerte (fysiske, diskretiserte) system.

Symbolet= i (5.5) betyr “identisk lik”, og illustrerer at venstre og hgyre side skal veere lik

for alle verdier av argumentet! . Dette betyr at nar man multipliserer sammen polynomene
pa hayre side, skal koeffisientene i det resulterende polynom alle veere lik de tilsvarende

koeffisientene iC(z1) .

Hvis vi studerer transferfunksjonen fra forstyrrelsgik]  yfik] , blir den
C
A CBF CF
H.(z1) = = = 5.7
y(Z7) G_n.B ABF+Gz™B AF+zMG ®.7)
1+ —=7"—
BF A
som forenkles til
CF
T = o T F(EY (5.8)
hvis polynomend> o er valgt slik at de tilfredsstiller (5.5).
Du kan na sjgl kontrollere at hvis forstyrrelsefk] er en diskret enhetspulg kyil stille

seg inn pa referansen etter et endelig antall tidsskritt. Mer om det nedenfor.
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Vi finner koeffisientene i de ukjente polynomé& &g ved & bruke identiteten (5.5) til &

sette opp en ligning for sammenhgrende koeffisienter forfarz2 73 , , osv.
Vivelger gradn—1 p& -polynomet, og grac—1 Ba -polynomet

G(z1) = gy+9gyzt+0,z2%+... +g,_,z("-D
(5.9)
F(z1) =1+ f,zt+f,z2+ .. +f__,z{Mm1

Ved disse valg av grader, og under forutsetning aA@t1) Bog1) ikke har noen
sammenfallende rgtter, kan det vises (gjgres ikke i dette kurset) at da finagddiare ett

sett med koeffisienter i polynomei@ &g som tilfredsstiller identiteten (5.5). Med andre
ord far vi en entydig lgsning for regulatoren. Nar vi har funnet polynomene, blir regulatoren
(se figur 5.2)

u(z) = BEF r(z)—BEF v(2) (5.10)

som ved invers z-transformasjon farer til den rekursive algoritmen(filr
BFU[ K = Cr[k]-Gy[ K] (5.11)

Vi kaller denne regulatoren for en utgangssignal-dead-beat-regulator

5.2.1 To betydninger av symbolet

Starrelsen z brukes i litteraturetoibetydninger:

1. | forbindelse med z-transformen av en diskret tidsfunksjon, f.eks. en transferfunksjon

H(z1) .z = &9 gir dafrekvensesponsen.
| (5.10) har z denne tolkningen.

2. Som symbol for forskyvningsoperasjon i det disktietgplan u[k—1] = zlu[k] .
| (5.11) har z denne tolkningen.

Enkelte forfattere bruker symboleti stedet forz nar det er forskyvningsoperasjon det
gjelder. Vi kommer i det fglgende til & brukeé begge betydninger, og det gar da fram av
sammenhengen hvilken betydning som gjelder.

5.2.2 Polene til det lukkede system

Vi kan skrive (5.6) som

H,=zm= (5.12)
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og (5.8) som

n n-1 n—-2 n-m+ 1

H&y - F(Z—l) = (513)

zn zn

Vi ser at begge transferfunksjonene kan omformes slik at de far et nevnerpolynom med alle
poler i origo, noe som er karakteristisk for dead-beat-regulerte systemer. Poler i origo er det
lengste man kan komme fra enhetssirkelen, og dermed kan ikke systemet gjares raskere.

5.2.3 Eksempel 1: Dead-beat-regulator

Gitt et system med

A(z1) = 1-1.721+0.722
B(z1) = 1+0.572 ,m= 2.ViseravA(zl) an er?2 (5.14)
C(z1) = 1+ 1521 +0.922

G-polynomet far grach—1 = 1 , of -polynomet far grac-1 = 1 . Polynomidentiteten
(5.5) blir da

1+1.521+0.922=(1-1.771+ 0.7272)F(z 1) + 72G(ZY) (5.15)
eller
1+1521+09z2=(1-1.7271+0.722) (1 + f,z 1) + z%(gy + 9,2%) (5.16)

Ved & forlange like koeffisienter foran sammenhgrende ledd pa begge sider, far vi
ligningssystemet

1 15=-17+f,
z2:09= 0.7- 1.7, +q, (5.17)
z3 0=0.7f,+g,

Dette girf, = 3.2,9, = 5.64,9, = —2.24 . Regulatoren blir da i fglge (5.11):
(1+0.521)(1+3.2zY)u[K] = (1+ 1.521+0.922)r[k]~(5.64— 2.241)y[K] (5.18)

som er det samme som det rekursive uttrykk

U[k] = —3.7u[k—1] —1.6u[k—2] +r[K] + 1.5r[k —1] +0.9r[k — 2]

(5.19)
-5.64y[ K] + 2.24y[ k—1]
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Sprangresponsen for det lukkede system blir da i falge (5.6) som vist til venstre pa figur 5.3.
Responsen pa en forstyrrelsgk] som er en diskret enhetspuls blir i falge (5.8) som vist til
hagyre i figur 5.3 (her forutsettes for enkelhets skyfld] =0 ):

2 T T T T T 3.5

3.2
15} y[K] ] 3
| 1 2.5-
0.5r il
1.5r y[ k]
.~ o o o o | 1
051 1 o5l
T T e SN R S S S L
Figur 5.3
5.2.4 Eksempel 2: En dead-beat-regulator som skaper problemer
Anta at vi har fglgende enkle diskret(isert)e system som skal reguleres:
y[k] = 0.7y[k—1] + u[k—1] + 0.9u[k—2] +g[k] +0.95[k —1] (5.20)

Bruker (5.2) og far

A(zY) =1-0.771
B(z1) =1+09%1,n=1, ogm=1 (5.21)
C(z1) = 1+0.951

Polynomidentiteten (5.5) blir da

1+0.95%1=(1-0.72Y)F(zY) + z1G(zY) (5.22)

eller 1+0.9571=(1-0.721)(1) + z(gy) (5.23)
dette blir

1+0.951=1+(-0.7+gyz? (5.24)

Dette gir én ligning for & finne én ukjent koeffisient:

0.95=g,—0.70 g, = 1.65 (5.25)
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Regulatoren blir da i fglge (5.11):

(1+ 0.9 1) (Du[K] = (1+0.952V)r[k]—(1.65Yy[K] (5.26)
d.v.s. den rekursive formel

u[k] = —0.9u[k—1] +r[k] +0.95 [k —1] —1.65y[ K] (5.27)
Sprangresponsen for systemet blir da i fglge (5.6) som vist til venstre pa figur 5.4. Responser

pa en forstyrrelse[k] som er en diskret enhetspuls blir i falge (5.8) som vist til hagyre i figur
5.4:

1ol y[K] | 15| y[k]

; 1 : 1 1

0.5¢ 1 0.5f

B e S e e e e B
Figur 5.4

Dette ser jo veldig bra ut. Men denne regulatoren er likevel ikke brukbar for det gitte system.
Dette ser vi pa falgende mate: Vi beregner na det generelle uttrykk for transferfunksjonen fra
referanserr[k] tipadragetu[K] :

C
BF AC A
() G _.B ABF+Gz™B B 5.29)
1+ —=7"—=
BF A
Tilsvarende far vi at transferfunksjonen fra forstyrrels¢k] til padrafet blir
CoGo
AU BFU - —
H. (z1) = - G _ =G (5.29)
G _.B ABF+Gz"B B
1+ z
BF A

Vi ser at polene tiH,, odd,, blir liknullpunktenetil B-polynomet. Dermed vilu[ K] ~ sine

svingninger bli uakseptable hvis disse polene ligger naer innsida av enhetssirkelen - eller endz
verre - pa utsiden av den. | det siste tilfellet vil padraget faktisk bli ustabilt.
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Nullpunktet (det er bare ett) f@& -polynomet i vart eksempel gis av

1+09%1=0 - z+099=0, 0O z=-0.99 (5.30)
La oss na betrakte hva som skjer med padraget til systemet i vart eksempel nar systemet
utsettes for en forstyrrelse[k] som er en diskret enhetspuls. Utgayjdgén blir uhyre

raskt regulert til null, som allerede kommentert, og skissert til hgyre i figur 5.4. Padraget kan
beregnes etter den rekursive formel som vi finner pa grunnlag av (5.29)

B(z1)u[K] = -G(z1)e[K] (5.31)
eller, nar vi setter inn tall fra vart eksempel og lgser m.b}jg]
u[k] = —0.99u[k—1] — 1.6%[k] , der g[k] = B[K] (5.32)

Dette gir et forlgp som skissert i figur 5.5:

ufk]
l, .
0, 2 L 2 L 2 L 2
1+ .
-1.6
_2 1 1 1 1 | T k
"4 -2 0 2 4 6 8

Figur 5.5

Vi ser at padraget oscillerer med meget langsom innsvingningstid, bestemt av polen
z = —-0.99 i B-polynomet. Med andre ord: Pa tross av at utgangen som vist til hayre i figur
5.4 meget raskt kommer til ro, har man kraftige oscillasjoner “inne i systemet”.

Vi kunne ha forutsagt dette ved a betrakte (5.4):

Ez—mg
H(y=-BF A __Czm8 _ _Czn"
Y 1+ 8 ,mB ABF+GzM™B AF+Zz™G
_Z—_
BF™ A

Uttrykket til hgyre framkommer ved at farkorter bortB -polynometMen vi vet fra Regule-
ringsteknikk grunnkurs at nar vi forkorter bort ledd i teller og nevner i transferfunksjoner, sa
forer det til at de tilsvarende modi blir ikke-observerbare og/eller ikke-styrbare. | dette tilfelle
blir systemet ikke-observerbart; virkningen av polen i det lukkede system som sByldes -
polynomet, kan ikke spores pa systemets utgang. Dette er bakgrunnen for betegnelsen
utgangssignatiead-beat.
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Denne regulator kan derfor bare anvendes hvis alle nullpunkiBer i -polynomet ligger godt
innafor enhetssirkelen

| eksempel 1 hadde vi nullpunktet= —0.5 Bi -polynomet. Dette er s& neer origo at vi kan
akseptere a bruke utgangssignal-dead-beat-regulator.

5.2.5 Robusthet er lav med den hurtigste dead-beat-regulatoren

Begrepet robusthet i reguleringsteknikken forteller noe om et systems evne til & beholde de
spesifiserte egenskaper pa tross av at prosessen som skal reguleres er noe annerledes enn
vi antok da vi syntetiserte systemets regulator. Det viktigste robusthets-kriterium er om

systemet forblir stabilt nar parametre endres. Betrakt strukturen i figur 5.6:

ARMAX
e[K] Co
A0
r[k] 1 ufk] Bo y[KI

—» C(ZH}—()>» BEDF D) > meo

G(z1) |=

Figur 5.6

Indeksene “0” iA, B, odC, symboliserer na at disse polynomene representer de virkelige,

riktige fysiske parametre i prosessen som skal reguleres. Men vi beregner regulatoren p:
grunnlag av en antagelse om prosessen som er noe forskjellig, symbolisert ved polynoment

A B, C

Na kan vi regne ut transferfunksjonen fra forstyrrelsgk]  y|[tK] (ifr. (5.7)), som blir
Co
A C,BF
He(z1) = 0 = e (5.33)

Vi ser at det ikke er mulig & forkorte, og vi ser at noen av polene i det lukkede system vil
veere neer nullpunkteneB - dg, -polynomet. Det farste betyr at na vil virkningen av disse
polene synes pa utgangen, dvs. systemet blir observerbart. Det siste betyr at systemet kan &
ustabilt hvis nullpunktene B elleB, -polynomet ligger utafor enhetssirkelen, eller til og
med om de matte ligge naer den pa innsida.
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Dette skal na illustreres med systemet fra eksempel 2, gitt ved (5.20):
y[K] = 0.7y[k—1] + u[k—1] + by,u[ k—1] +£[K] +0.95[k — 1] (5.34)

Endringen er n& at mens den fysiske, riktige parameter fortshgt, er 0.99 , @ntear
gelseb, feil, hhv. 0.995 i et tilfelle og 0.95 i et annet. Regulatoren blir altsé litt annerledes.
For feil antagels®é, = 0.995 far vi na regulatoralgoritmen

ufk] = —0.995u[k—1] +r[k] +0.95 [k —1] — 1.65y[ K] : (5.35)
og for feil antagelsé, = 0.95 far vi regulatoralgoritmen
u[k] = —=0.95u[k—1] +r[k] +0.95 [k —1] — 1.65y[ K] (5.36)

Figur 5.7 pa neste side viser hva som skjer i disse to tilfellene, nar forstyreglsen er en
diskret enhetspuls som far. Vi kan trekke den konklusjon at denne dead-beat-regulatoren er
ubrukelig for det aktuelle system, siden svaert sma feilantagelser gir elendig eller til og med
ustabil oppfarsel.

5.3 Robust utgangssignal-dead-beat-regulator

Vi skal n& presentere en annen dead-beat regulator som ikke er fullt s& rask, men som til
gjengjeld er mer robust. Vi lager en litt annen reguleringsstruktur enn den i figur 5.2:

Endringen er na & -polynomet faktoriseres i fglge ligninga
B(z!) = B,(z1)B,(z!) , dergradB,)= ng; oggradB,)= ng, Ng; +Ng,= ng  (5.37)

Vi velger B; slik at alle nullpunktene i denne ligger godt innafor enhetssirkelen. Hvis vi

studerer transferfunksjonen fra forstyrrelsgik]  yfik] , blir den
C
A CB,F
Hy(zh) = — 2 — = L - __CF (5.38)
1+ 8 7B AB,F+Gz™B,B, AF+Zz™B,G

1

Vi lager na en litt mer komplisert (i forhold til (5.5)) polynomidentitet

C= AF+ Z™B,G (5.39)
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Figur 5.7
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ARMAX
SO Ry
) — ) S P Ik
- ¢ ™ B.OF) [ T A
G(z?!) |-
Figur 5.8

Her er gradf ) =m+ n,—1 , mens gra@( )m—1 som fgr. Med disse gradér pAG og

vil (5.39) ha en entydig lgsning fdf o  (vises ikke her). (5.39) innsatt i (5.38) gir
forkorting med C -polynomet som fgr, men nd bare nigd  -polynomet i tilleg@ til -
polynomet.

Vi far da
He (1) = F(zY) (5.40)

Transferfunksjonen fra forstyrrelseafk] til padraggk] blir na

Co GO
Heu(z) = AEE L S ___ - (5.41)
BlF A

Vi ser at polene tiH,, blir lik nullpunktenkare til B;-polynomet. Dermed vilu[Kk] sine

svingninger bli akseptable, da vi jo nettopp valBte slik at disse polene ligger godt pa
innsida av enhetssirkelen.

Med denne regulatoren er det na bare de “ufarlige” nullpunkter som blir ikke-observerbare
poler i det lukkede system.

Du kan na igjen kontrollere at hvis forstyrrelsefk] er en diskret enhetspulg| kjil
stille seg inn pa en null-referanse etter et endelig antall tidsskritt. Forskjellen blir at dette tar
litt lenger tid, pa grunn a¥ -polynomets hayere grad.
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Ogsa denne regulatoren skal nd prgves pa systemet fra eksempel 2. Igjen tenker vi oss at
har en viss uoverensstemmelse mellom den virkddjge= 0.99 og vare antagelser. Figur

5.9 viser hva som skjer hvis den feilaktige antagdige er henholdsvis 0.995 og 1.05,

referansen er null, og forstyrrelseajk] er en diskret enhetspuls. Vi far bekreftet at denne
regulatoren er langt mer robust.

| dette tilfelle ma vi beregne nye parametre i F- og G-polynomet for hvert av de to tilfellene,
sidenB, inngér i polynomidentiteten (5.39).

For feil antagels®,; = 0.995 har vi
B,(z!) = B(z1) = 1+0.995z1, (5.42)

og for feil antagelsé, = 1.05 har vi

B,(z1) = B(z1) = 1+1.0521 (5.43)

Denne “robuste” regulatoren er ogsa en utgangssignal-dead-beat-regulator. En annen typ
dead-beat-regulatorer gistands-dead-beat-regulatorebDisse tillater ikke at noen modi i det
lukkede system blir ikke-observerbare eller ikke-styrbare. Den robuste regulatoren presenter
her er oppfyller ikke dette kravet, fordi vi fortsatt forkorter bort bBde  -polynom& og -

polynomet.

53.1 Falgeegenskaper for den robuste regulatoren

Det var ovenfor forutsatt at referansen var lik null. Fra nd av tenker vi oss at den kan variere.
La oss regne ut det lukkede systems transferfunksjonkp  y[ K]l

-
BF. A m CzMB
Hy(zh) = — = cz’B___ - —2_ = rmB, (5.44)
1+ G _mB ABF+Gz"B,B, AF+Zz"B,G
BF. A

Vi ser at vi na ikke far skikkelig fglging av referansen, slik som vi fikk i (5.6) med den fgrste
regulatoren.

Men hvis r[k] =0 er dette som nevnt ikke noe problem, og hjis] = p,[K] (et sprang)
vil den robuste regulatoren gi perfekt regulering hvis vi legger inn en konstant forsterknings-

faktor 1/B,(1) , derB,(1) betyrB,(z') med = 1 . Se figur 5.10.
Hvorfor vil vi da fa null stasjoneert avvik etter et sprang i referansen?
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b = 0.99

b =0.95

b =1.05
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ARMAX
ol ¢
0] 1 ik [ yIK
" B, "™ B(zDHF(Y) " ° A
G(z1) |
Figur 5.10

54 Om graden pa F- og G-polynomet

Graden pa disse polynomene kan gis en intuitiv tolkning. Det er enklest & forsta dette hvis vi
tar utgangspunkt i den farste dead-beat-regulatoren (avsnitt 5.2). Vi har da-gtad G pa -
polynomet, og gradh—1 p& -polynomet:

G(z?t) = gg+gyzt+g,z2+... +g,_,z("-D

(5.45)
F(z1) = 1+ f,zt+ f,z2+ . +f _,z(Mm-1)
Regulatorformelen er
BFu[ K] = Cr[k]-Gy[K] (5.46)

Nar G(z) har gradn-1, sa vil dette polynomet ivareta informasjon om det regulerte systems
orden. Jo hayere orden pa det apne system (gpad\-polynomet), jo flere gamle verdier av

y[K] inngar i regulatorformelen, for at valget ayKk] skal tas under hensyn til den pavirk-
ning gamle verdier ay[k] har pa systemet for diskret #i¢

Nar F(z) har gradm—1 , vil dette polynomet ivareta ngdvendig informasjon om tidligere
pasatte padragom enna ikke har sluttet a virke pa systemutgangéh . Regulatorformelen
ma inneholde disse tidligere verdier af/k] , siden de vil virke inn pa systentet kor
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5.5 En generell lineger regulator

Strukturen i figur 5.11 er en generalisering av den i figur 5.8, Ber?1) = 1 dvs.
B,(z1) = B(z?) :

ARMAX
ekl | C
A
LU ) UK 1B YK
—| T(Z1) —»O_—» F) > A
G(Z1)) =
Figur 5.11
Vi danner en polynomidentitet
P=AF+ zMBG, dergrad@d )=, oggraé( ) rg (5.47)

Merk at na er det forskjellige grader pdog B-polynomet (men vi vil alltid ha, = ng  siden
systemet er forutsatt propert).

Hvis A og B ikke har felles faktorer som kan forkortes bort, kan polynontene  med

gradF ) =m+ng—1, 0gG med gra ) n,—1 , velges slik Rfz1) blirvitkarlig
polynom med maksimal gradm+ n, + ng—1

Det lukkede system blir

B
A _ _Tz™B _z™B
AF+Gz™B P

(5.48)

Vi ser altsa at vi kan gi det lukkede system vilkarlig plassering av polene. Dead-beat er et
spesialtilfelle av polplassering, der alle poler plasseres i origo. Hvis man velger p8&lene i
slik at de er noe mer vekk fra origo vil vi fa langsommere innsvingning, og den vil bl
asymptotisk slik som vi kjenner den fra kontinuerlige systemer. Det er bare alle poler i origo
som gir eksakt innsvingning etter et endelig antall tidsskritt, dvs. dead-beat. Men ved a velge
polene noe vekk fra origo, vil man fa en gevinst: Systemet blir mer robust, dvs. det taler
modellfeil i stgrre grad uten & bli ustabilt. | motsetning til dead-beat-regulering som utnytter
kunnskapen om det fysiske system maksimalt, med den ulempe at da blir fglgene av feil
modellering desto starre.
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5.6 Stabilitet og frekvensanalyse

Polplasseringsmetoder gir ingen informasjon om forsterkningsmargin og fasemargin, slik
som frekvensanalytiske metoder gir. Men vi kan gjerne plotte transferfunksjoner for diskrete
systemer i frekvensplanet. Hvis vi skal plotte en transferfunksjpn , kan det f.eks. skje som

Ho(2) medz = el9Q = eloT,

5.6.1 Nyquists stabilitetskriterium for diskrete systemer

Nyquists stabilitetskriterium (NS) kan brukes pa samme mate for diskrete transferfunksjoner
som for kontinuerlige (for kontinuerlige systemer henvises til Balchen: “Reguleringstek-
nikk”, s. 227 og utover, eller Haugen: “regulering av dynamiske systemer”, kap. 9.4). NS
baserer seg pa det sakatgumentvariasjonsprinsippet fra kompleks funksjonsteori: Hvis

en funksjonf(z) haiN nullpunkter ogP poler innafor en gitt kontur slik som vist pa fig
5.12., sa vil konturem\  fof (z) , som vi far nar z gjennomigiper , omslutte drigd
ganger.

Alm % = pol z-planet
%
kontur A forf(z)

X X kontur " forz
o

" P 4

© = nullpunkt
» Re
o
o
Figur 5.12

| figuren har vi én pol mer enn nullpunkter innafor , erga/vil  omslutte origo én gang med
urviseren (edurviseren, fordi poler errievnereni motsetning til nullpunkter).

La oss bruke dette pa diskrete systemer. For enkelhets skyld antar vi at vi har en situasjor
med et uregulert (dvs. apent) stabilt system gitt ved slagyfetransferfunksibge L(det

som na falger kan utmerket godt gjennomfares med transferfunksjonen pa fidgten) ).
Vi skal nd la funksjonenR(2) = 1+Hy(z) svare tfi(z) , og konturEn  for z vil veere
enhetssirkelen.

1. HO(Z) svarer tilslgyfetransferfunksjonen for kontinuerlige systemer, dvs. produktet av alle
blokker rundt slgyfa, inkludert regulatortransferfunksjonen.
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Vi antar at systemet reguleres med en enhetstilbakekopling, se figur 5.13

r[k] e[ K to(2) y[K]

) »1 Hy(2) = E) r

Figur 5.13

Det lukkede system blir

Ho(2)
1+Hy(2)

to(2)

H(2) = No(2) + 1o(2)

,eller H(z) = : (5.49)

der Hy(2) = ty(2)/ny(z) . Viforutsetter aHy(z) eoroper, dvs.

gradty(z)] < gradny(z)] . Da blir i falge (5.49) antall poler tH,(z) = antall poler til
H(z) . Polene tilH(z) finnes somullpunktendtil 1+ H,(z). Det er disse som skal forbli
innafor enhetssirkelen for & sikre stabilitBolenetil 1+ H(z) er uforandret; de er de

samme som polene tfl,(z)  og ligger som forutsatt (&pent stabilt system) innafor enhetssir-

kelen. Vi gnsker altsa a forsikre oss om at ingen poleafor enhetssirkelen forflytter seg
utafor nar vi kopler tilbake. Dette blir da ekvivalent med a kreve at uttrykket

R(2 = 1+Hy(2) (5.50)

harlike mangenullpunkter som poler innafor enhetssirkelen, dNs= P

Hvis vi lar Q lgpe fra—Tt tilrt , svarer det til at= &  falger enhetssirkelen én omdreining
mot urviseren (kontureA  H,(z) gir da frekvensresponsen til det &pne system. Denne kan

plottes i polardiagram (Nyquistdiagram). Hvis den polare stedkurvéRfay (konturen )
da omslutter origo, eller ekvivalent, konturen tdg(z) omslutter punktet -1, forteller det at

antallet nullpunkter tilR(2) er blitt feerre enn antall poldr— P nullpunkteR{jz) (som

jo er poler til H(z) ) har flyttet seg utafor enhetssirkelen etter tilbakekoplingy ed? kan
avleses som antall ganger den polare stedkurve omslutter punktet -1. Derfor:

Den polare stedkurve foH,(z)  ma ikke omslutte punktet hvis et apent stpbilt
system gitt ved transferfunksjoneth,(z) skal forbli stabilt nar det koples tilbake ned
enhetstilbakekopling.

Dette eMyquists stabilitetskriterium for apent stabile diskrete systemer,

Som vi ser er det helt analogt med kriteriet for kontinuerlige systemer. Forskjellen er at
konturen som gjennomlgpes i z-planet er enhetssirkelen, mens den er den imagineere akse +
en uendelig stor halvsirkel i s-planet for kontinuerlige systemer.
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Dette stemmer bra med avsnitt 3.3.2, hvor det papekes at venstre halvplan for kontinuerlige
systemer svarer til innsida av enhetssirkelen for diskrete systemer.

Vi skal se pa et eksempel:

5.6.2 Eksempel: Stabilitet i kontinuerlig og diskret 1. ordens system

Nyquist-kurven (den polare stedkurve) for et 1.-ordens kontinuerlig system med proporsjo-
nalregulering, gis av slgyfetransferfunksjonen

K

Ho(s) = 1+—T18 ,

(5.51)

der vi lar regulatorforsterkninga inng&i Kurven er vist pa figur 5.14 fa¢ = 1 ogT, = 1.
(Som en kuriositet: Kurven blir en sirkel. Prav a vise det!)

0.5F
0.4
0.3
0.2
0.1r

Im
o
T

-0.1F
-0.2
-0.3fF
-0.4F
-0.5

Figur 5.14

Systemet koples tilbake med enhetstilbakekopling slik som vist i figur K.£8.da regula-
tortransferfunksjonen i serie med den egentlige prosessen, men inkorgaggs) i . Som vi

ser av figur 5.14 kan dette systemet aldri bli ustabilt uansett hvor mye vkKgkee vi vet

fra reguleringsteknikken. Kurven vil bare blases opp mot hgyre, beholde sin form, men aldri
omslutte -1. Sagt pa en annen mate: Siden fasegangen aldri kan ga under -90° vil stedkurve
aldri kunne krysse den negative reelle akse. Da matte fasegangen i tilfelle ha gatt under -180°

La oss nd i stedet se pa et diskretisert 1.ordens system, styrt med (diskret) proporsjonalregulz
tor. Strukturen blir som vist pa figur 5.15: Vi har

B K 1_e—T/T1
HO(Z) = ﬁ (552)
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Hy(2)
k e[ K t t K
rk] [K < u[ K] o u(t) 1+1T . y(t) T/ yIK]
—_ 1

Figur 5.15

Vi setterT = 0.2, medr;, = 1 som far. Den heltrukne kurven i figur 5.16 er polardiagram-
met til Hy(z) (den stiplede kurven som i stor grad faller sammen med den heltrukne,
kommer vi snart tilbake til):

0.5F
0.4
0.3
0.2}
0.1r

Im
o
T

-0.1F
-0.2[
-0.3|
-0.4F
-0.5F

Figur 5.16
Som vi ser kan dette systemet gjares ustabilt ved & gkersterkningsmarginen, avlest fra
figuren, blir caAK = 1/0.10= 10 . Systemet kommer altsa pa stabilitetsgrens@=dr0.

Forklaringen pa at systemet na er mindre robust enn med kontinuerlig regulator, er fgrst og
fremst den faseforsinkelse som introduseres av holdeelementet, se figur 5.17:

Som vi ser svarer holdeelementets virkning grovt sett til et kontinuerlig system hvor det er
lagt inn en tidsforsinkelse a2 i slgyfa, se figur 5.18:
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20, o 20

u[k] . // Yirkelig u(t)
5 o @ ° . 15 O(t)= ‘glattet u(t)
ideell, men
Lot 10 uoppnaeligu(t)
>t
5! 5 T
2
0 n 0 —Nn
0 5 10 0 5 10
Figur 5.17
rit) _e(t a (t) 1 y(t)
K > e 152 >
4 1+T,s
Ho(s)
Figur 5.18

Den faseforverring som dette innebaerer, er den alvorligste negative bivirkning av diskret
regulering. Vi kan innfgre den kontinuerlige tilneerminga vist i figur 5.18 for & fa et brukbart
anslag over virkningen av holdeelementet, ihvertfall hvis tastetida er rimelig kort, la oss si ca.
5 ganger mindre en minste tidskonstant i det kontinuerlige systemet. | figur 5.16 er polarkur-
ven for det kontinuerlige systemet

Ho(9) = 1575
1

(5.53)

vist stiplet. Vi kjenner igjen den karakteristiske spiralformen som skyldes transportforsinkel-
sen. Ellers ser vi at det er sveert bra overensstemmelse med frekvensresponsen for det diskre
systemet for lavere frekvenser. Vi ser ogsa at forsterkningsmarginen blir av samme stgrrel-
sesorden, sjgl om den er litt bedre for det kontinuerlige systemet med transportforsinkelse.
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5.6.3 Bode(AFF) - diagram

Som vi kjenner fra reguleringsteknikken for kontinuerlige systemer kan vi ogsa bruke NS
med utgangspunkt i et Bode-diagram. Kravet om at den polare stedkurig for ikke skal

omslutte punktet -1 betyr i et Bode-diagram at amplitudeforl|ﬁrﬂ¢t skal ga under 0 dB far
fasevinkelerlH, gér under -180°, dvs. kryssfrekvensen ma tilfredsstikew, 4,

Figur 5.19 viser Bode-diagrammet for den diskrete slagyfetransferfunksjapér) (heltruk-

ken linje) og den kontinuerlige tilnaermelséty(s) (stiplet linje):

o

Hy(z) med

7= @Q = giwT g1 AK = 20dB
é-zo —_—

Og HO(S) med _307 B . B N B \\\\ |

S = jw o7 0 0 0 1

Frekvens (rad/s)

180

1201
60

-60~

Fase (grader)
o

-120

-180"- - -
10 10 10 10 10
Frekvens (rad/s)

Figur 5.19

Periodisiteten iH,(z) kommer fram som bulker i amplitudeforlgpet. Igjen ser vi den gode
overensstemmelsen mellod ,(2) ddo(s) ved lavere frekvenser. Frekvensgangen til

Ho(2) (heltrukken linje) og den kontinuerlige tilnaermelséty(s) (stiplet linje) er ogséa

plottet ilineaerskala langs begge akser i figur 5.20. Her blir ikke periodene sammentrykt mot
hgyre slik som med logs -skalaen i figur 5.19.

5.6.4 Nyquists stabilitetskriterium for apent ustabile systemer

Vi forutsetter atH,(z) na er &pent ustabilt, dvs. minst én pol ligger utafor enhetssirkelen
Polene til1+ Hy(z) er uforandret; de er de samme som polené(ik) . N& blir kravet at

den eller de poler som ligger utafor enhetssirkelen blir flyttet innafor den etter tilbakekopling,
for & sikre stabilitet. Dette blir da ekvivalent med a kreve at uttrykket

R(2 = 1+Hy(2) (5.54)
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Figur 5.20

far s mange fler@ullpunkter enn poler innafor enhetssirkelen, at det svarer til antall poler
utafor enhetssirkelen i det ustabile &pne system.

Sagt med andre ord:

Den polare stedkurve fafd,(z) ma omslutte punkt&tmot urviseren for at et &pen
ustabilt system gitt ved transferfunksjonkip(z) skal bli stabilt nar det koples tiljake

med enhetstilbakekopling. Omslutningen ma skje like mange ganger som det el poler
utafor enhetssirkelen i det apne systei\(z)

Dette er Nyquists stabilitetskriterium for apent ustabile diskrete systemer.

5.6.5 Frekvensanalyse av systemer med dead-beat-regulator

Vi tar utgangspunkt i et system med dead-beat-regulator type 1, se figur 5.2. Her har vi ikke
enhetstilbakekopling, sa hvis vi skal anvende NS, ma vi sette

G B
1 = — m=
Ho(z ) a2 (5.55)
som vi kjenner igjen som slgyfetransferfunksjonen. (Her har vi bz ) I stedet for

Ho(2) , men det gjar ingen forskjell nar man skal se pa polardiagram og frekvensrespons). Vi

ma na farst sjekke nullpunktenei, B - og F-polynomene, for & konstatere om uttrykket
(5.55) er stabilt eller ustabilt. Deretter kan man plotte polarkurven og anvende en av de to
versjonene av NS-kriteriet avhengig av om vi har apen stabilitet eller ustabilitet.
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La oss na prgve dette pa systemet i avsnitt 5.2.4, dvs. “eksempel 2”. Vi sa seinere at dette
systemet var sveert naer stabilitetsgrensa, sjgl ved perfekt overensstemmelse mellom modell
og fysisk virkelighetA-, B - og F-polynomene har alle nullpunktene innafor enhetssirkelen,

sa systemet er apent stabilt, og derfor skal kurven ikke omslutte -1. Dett er NS-kriteriet
versjon 1. Figur 5.21 viser polarkurven fbr, ved perfekt overensstemmelse. Vi ser at

forsterkningsmarginen er sveert liten, som forventet.

4 T T T T T

3 i

2+ i

1r i
E of -

1 —

2 —

-3 —

4 ! | ! ! !

-4 2 0 2 4 6 8

Re
Figur 5.21

Vi sa seinere, i avsnitt 5.2.5, at systemet ble ustabilt ved en liten uoverensstemmelse i en

eneste parameter, nemlig koeffisienten fowh -leddBtpolynomet. Figur 5.22 viser
polarkurven ved feil antagelse, med koeffisienten 0.995 i stedet for 0.99, som er den
riktige.

H, blir fortsatt &pent stabilt (det kan du sjekke hvis du vil), s& vi ma anvende NS versjon 1.

Vi ser at det har oppstatt en liten “utvekst” til venstre pa polarkurven, som gjer at -1 na ligger
innafor kurven. Kurven omslutter -1 én gang, det betyr at én pol har flyttet seg utafor
enhetssirkelen, det lukkede system er ustabilt.

Denne kurven svarer til de impulsresponser som vist i midten pa figur 5.7. De er ustabile, og
svinger seg eksponensielt ut pa grunn av den ene polen vi har fatt utafor enhetssirkelen.

La oss nd istedet se pa polarkurver med dead-beat-regulator type 2, altsa den mer robuste men
langsomme varianten. Da far vi, jfr. figur 5.8:

Hy(z L) = %z—m (5.56)

>

Dette er ogsa apent stabilt, dvs. vi ma bruke NS versjon 1. Polarkurven ved perfekt overens-
stemmelse, dvs. antditt= 0.99 = virkeligb, er vist pa figur 5.23:
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Vi ser at vi har god forsterkningsmargin. Robustheten til regulatoren kommer fram i figur
5.24, hvor vi har tre polarkurver for feilantagelsene b = 0.95, 1.05 og 1.1. Systemet er apen
stabilt i alle tre tilfeller, og vi m& anvende NS versjon 1.

For den generelle lineaere regulator i avsnitt 5.5 far vi

HozY) = CE;Z_m% (5.57)

Slgyfeforsterkningen, og dermed forsterkningsmarginen, vil da kunne justeres ved a multipli-
sere alle koeffisienter®& -polynomet med en konstant.
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Forsterknings- og fasemargin vil ogsa kunne endres ved a spesifisere et annet fblynom

som dermed vil gi andre polynomier

Gy

via identiteten (5.43). Nar man har valgt et annet

P-polynom, ma man farst sjekke om systemet blir apent stabilt eller ustabilt med det nye -
polynomet man da far. Sa kan man velge den korresponderende versjon av Nyquist-kriteriet
og sjekke stabilitetsmarginer .

Igijen: En tommelfinger-regel er at jo neermere origo man insisterer pa at pdkene i

skal

legges (dvs. neermere dead-beat-regulering), jo mindre stabilitetsmargin risikerer man a fa.

Merk: Frekvensresponsanalyse basert pa transferfunksjon fra inngang til utgang, forteller
ingen ting om tilstander inne i systemet hvor de tilsvarende pmileortes borti transfer-

funksjonen fordi tilstanden ikke er observerbar, ikke styrbar, eller begge deler. Hvis polen

svarende til en slik tilstand ligger utafor enhetssirkelen vil man ha et system som er apent

ustabilt uten at det framkommer i polardiagrammet eller Bode-diagrammet til transferfunk-

sjonenH, . Det samme gjelder sjglsagt for kontinuerlige systemer, og skulle veere kjent fra

grunnkurs i reguleringsteknikk.

5.7

En meget bra bok om polplasseringsmetoder og diskrete systemer i sin alminnelighet er

Kildehenvisning

“Reglerteori- moderna analys- og syntesmetoder” av Lennart Ljung. Gitt ut pa “Studentlitte-
ratur”, Lund i sverige.



Kapittel 6:  Stokastiske prosesser

6.1 Innledning

| den klassiske reguleringsteknikken, som ble utviklet for den andre verdenskrigen, baserte
man seg stort sett pa deterministiske modeller, eller forestillinger, om de prosessene som ma
skulle regulere. Med begrepdeterministisk modell menes at kunnskapen om systemets
naveerende tilstand og de framtidige inngangssignaler setter en i stapdetlikiere (for-

utsi) presis hva som vil skje i framtida. Dette er selvfglgelig aldri mulig i praksis, men likevel
vil deterministiske modeller ofte gi en god nok beskrivelse av den prosessen eller det syste-
met man star overfor. Et eksempel pa en god deterministisk modell er likningene for manens
bevegelse. Denne modellen setter oss istand til & forutsi manens posisjon og hastighet fo
meget lang tid fremover.

Imidlertid finnes det andre systemer som ma modelleres som ikke-predikterbare, eller ikke-
deterministiske. La oss se pa et slikt system.

« En bat/plattform som beveger seg pa havet, er et typisk ikke-deterministisk system.
Fartgyet utsettes for baglger, stram, vind og veer. Alle disse gir opphav til krefter som
pavirker fartayet. Kreftene er vanskelige eller umulige @ modellere i deterministisk
forstand. Vi vet alle at havbglger ikke kan beskrives som velformede tidsfunksjoner,
men at disse har et mer eller mindre tilfeldig forlgp. Hvis vi praver a prediktere en bal-
gebevegelse inn i fremtiden, vil usikkerheten eller prediksjonsfeilen snart gke pa
grunn av bglgens tilfeldige karakter. Selv om bglgen har en tilfeldig karakter, er det
imidlertid visse karaktertrekk ved bevegelsen. Vi innser umiddelbart forskjellen pa
knapp sj@ og pa store, lange havdgnninger.

« Likesa vil vinden variere pa en mer eller mindre usikker mate. Vi kunne f.eks. tenke
oss a inkludere en modell av veeret for bedre & kunne forutsi vinden og dens innvirk-
ning. Alle vet imidlertid at meteorologiske modeller, som de brukes i veervarsling,
heller ikke er fri for usikkerhet (for a si det forsiktig).

* De langsomme havstrgammenes innvirkning kan forutsies med starre sikkerhet da
disse i stor utstrekning drives av manens og solas bevegelser (tidevann), men ogsa he
er usikkerheter.

» Alle disse usikre kreftene medvirker at fartgyets posisjon ikke kan predikteres ngyak-
tig. Usikkerheten blir dessuten stgrre etterhvert som tiden gar.

For & kunne regulere et slikt system er det ofte ngdvendig & kunne ta hensyn til karakteren a
de ulike forstyrrelsene og usikkerhetene. Slike “usikre systemer”, eller systemer som er utsatil
for tilfeldige pavirkninger §tokastiske prosesser, stgjaert barn har mange navn), Vil vi i
dette kurset kallstokastiske systemerEt “vanlig” lineaert system blir altsa “stokastisk” nar

det pavirkes av en eller flere stokastiske prosesser.
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Det stokastiske eller ikke predikterbare elementet i en prosess kan ha flere arsaker:

1. Inngangssignalene eller pavirkningene er usikre, slik som beskrevet ovenfor. Alle sys-
temer er egentlig apne: dvs. de er i interaksjon med andre systemer. Dette betyr at
ingen prosess kan dekoples fra resten av universet hvis en beskrivelse skal veere
maksimalt ngyaktig. Avgrensning av det systemet en skal beskrive, gir en modell hvor
pavirkninger(“stgy”) fra omgivelsen€¢‘omegnen”) eksiterer systemet pa en stokas-
tisk eller ikke predikterbar mate.

2. Vare malinger er ungyaktige eller ufullstendige. Dette gir oss en usikkerhet i tilstanden
for systemet. Dette medfarer prediksjonsfeil.

3. Vart kjennskap til de fysiske lover er ufullstendig. Dette medfarer prediksjonsfeil.
(M.h.p. fartgyet i eksemplet over har vi f.eks. ufullstendig kunnskap om hvordan ror-
og propell-krefter virker inn).

4. Selv med perfekt kunnskap om de fysiske lovene er vi ngdt til & operere med enklere
modeller enn det som er teoretisk korrekt. Et hvert system er i virkeligheten uendelig
komplisert.

Sjal om bare punkt 1. relaterer seg direkte til sty som fysisk pavirker et system, vil ogsa 2. -
4. ofte kunne ivaretas ved a forutsette at systemets usikkerhet skyldes forstyrrelser som
pavirker det. Denne delen av kurset skal omhandle analyse, beskrivelse og metoder for
regulering i slike stokastiske systemer. Vi vil fortsatt begrense oss til & behandle systemer
som er:

* monovariable, dvs.
én-inn, én-ut, eller pa engelsk: SISO - Single Input, Single Output,
* lineaere og tidsinvariante(LTI).
Bade kontinuerlige og diskrete linesere systemer vil bli behandlet. Vi vil i fgrste del av denne

“stokastiske” delen av kurset utvikle den teorien som gjeldekdatinuerligesystemer og
signaler. Seinere vil vi se at overgangen til diskrete systemer og signaler er triviell.

De aktuelle problemstillingene kan belyses med utgangspunkt i figur 6.1 (som viser situasjo-
nen i det kontinuerlige tilfelle, men det blir tilsvarende for det diskrete):

v(t) = prosesstgy

‘omegn’ .
_l w(t) = malestgy

rt) ey u(t) y(t)
—=0 >

regulatof—— ] system

Figur 6.1

Vi skal ta for oss fglgende oppgaver:
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1. Klassifisering av og matematisk beskrivelse av stayen som pavirker systemet.

2. Med utgangspunkt i dette, og en modell av systemet: Hva blir virkningen pa systemets
utgang pa grunn av stgy?

3. Hvordan velge en regulator som gir “best” resultat nar stgyens karakter og
systemmodellen er kjent?

Ngdvendigheten av & ta hensyn til stgy og ikke-predikterbare forstyrrelser i reguleringssyste-
mer ble man klar over relativt tidlig i fagets historie. Mange av de klassiske metodene innen
reguleringsteknikken muliggjorde enkle og intuitivt baserte frekvensanalytiske metoder for &
ta hensyn til dette, som vist i fglgende sitat fra A.C. Halls bok “Frequency Response” utgitt
pa MacMillan i 1954:

I well remember an instance in which M.I.T. and Sperry were co-operating on a
control of an air-borne radar, one of the first such systems to be developed. Two of
us had worked all day in the Garden City Laboratories on Sunday, December 7,
1941, and consequently did not learn of the attack on Pearl Harbor until late in the
evening. It had been a discouraging day for us because while we had designed a fine
experimental system for test, we had missed completely the importance of noise with
the result that the system's performance was characterized by large amounts of jitter
and was entirely unsatisfactory. In attempting to find an answer to the problem we
were led to make use of frequency-response techniques. Within three months we ha
a modified control system that was stable, had a satisfactory transient response, and
an order of magnitude less jitter. For me this experience was responsible for estab-
lishing a high level of confidence in the frequency-response techniques.

Det kan altsa slas fast at det ofte er ngdvendig a innfare realistiske modeller for forstyrrelser
og signaler av ikke predikterbar karakter. Et gyeblikks refleksjon tilsier at det ikke er trivielt &
modellere denne typen fenomener. Det er f.eks. nyttelgst & modellere en stokastisk proses
ved bruk av analytiske funksjoner, for hvis en analytisk funksjon er kjent over et endelig lite
intervall i tid, kan den forutsies for all framtid. Neste forsgk er da naturlig nok & modellere
slike prosesser ved hjelp av stokastiske begreper. Fra tidlig litteratur innen dette feltet kan
man se at dette heller ikke har veert lett. Et forsgk var @ modellere en forstyrrelse, x(t), ved

n

X() = 3 (g, (6.1)

i=1

hvor a,(t), ay(t),....a,(t) er kjente funksjoner o§, er tilfeldige variable. Men da ser vi

at vi kan beregné, etter & ha mat(t,), x(t,),..., X(t,) fra likningene

X(t) = ag(t)) & +ay(t))é, + ... +a,(ty)&,

X(t) = a;(t,)&, +ay(t,)é, + ... +a, ()€,

(6.2)

X(tn) al(tn)(zl) + az(tn)zz +...t an(tn)En

sa sant disse er lineaert uavhengige. Forttilg, er dewtigd fullstendig bestemt og det
ikke predikterbare element faller bort.
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Farst etter at man var begynt & formulere modeller av stokastiske prosesser hvor prosessens
variable til et hvert tidspunkt er tilfeldige variable i statistisk forstand, kom man inn i et
fruktbart spor. Dette skjedde i perioder under og etter annen verdenskrig. De starste bidragsy-
tere til utviklingen pa dette omradet var matematikere som Cramér, Khintchine, Kolmogorov
og Wiener.

Definisjonen av en stokastisk prosess er gitt i det falgende. Denne definisjonen inkorporerer
usikkerhetsaspektet med hensyn til fremtidige verdier.

En stokastisk prosess er en samifagensemblg av funksjoner,{ x ,(t)} L hvort

er et tidsargument som kan veere diskrét...,-1,0, 1, 2, 3,... eller kontinuerlig
(t O [—o0, ]) Hver enkelt av disse funksjonerg(t) hvor t er variabebog  er

gitt, kalles en utfallsfunksjon eller en realisasjon av den stokastiske proses-
sen.x,(t) foren gittter en tilfeldig variabel.

| praksis vil en utfallsfunksjon eller en realisasjon vaere en maleserie fra et gitt eksperiment.
Vi kan f.eks. tenke oss at eksperimentet maler posisjonen til en ferge ved overfarten mellom
Moss og Horten eller temperaturforlgpet i en kjemisk reaktor over et dggn. Vi skal i det
folgende ofte benytte betegneld&tsseriei stedet for realisasjon. Den stokastiske prosessen

i seg selv er mengden av alle realisasjoner eller tidsserier som kan resultere fra den gitte
eksperimentsituasjon. Disse realisasjonene nummereres sd med parameteren  (som i dette
tilfelle er et positivt heltall, og ikke har noe med frekvens & gjare!). Figur 6.2 indikerer et
ensemble som altsa utgjer en stokastisk prosess.

Xe(D)

Figur 6.2 Ulike realisasjoner av en stokastisk prosesg(t)}

Merk at begrepet ensemble og stokastisk prosess er et teoretisk begrep, og at en stokastisk
prosess ikke er det samme sonrealisasjonav en stokastisk prosess. En stokastisk prosess
kan imidlertid kun observeres gjennom sine realisasjoner.

1. {} symboliserer “ensemble” = “samling av”’ = “mengde av”.
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Etter & ha definert begrepet stokastisk prosess, kommer vi til problemet: Hvordan kan vi i
stgrre detalj karakterisere en slik prosess? Som angitt i definisjonen vil en stokastisk proses:
for et gitt tidspunkieere en tilfeldig variabel. Beskrivelse og analyse av tilfeldige variable er
utfarlig behandlet innen sannsynlighetsregning og statistikk og danner derfor grunnlaget for
beskrivelsen av stokastiske prosesser. Vi skal her betrakte dette grunnlaget som kjent og ku
repetere noen viktige trekk av sannsynlighetsregningen:

6.2 Matematisk grunnlag i sannsynlighetsregning

Som nevnt innledningsvis vil det veere naturlig & beskrive stokastiske prosesser ved hjelp a\
sannsynlighets-begreper. For & fa et grunnlag for den videre behandlingen skal vi derfor i
dette kapittel repetere noen grunnleggende trekk av sannsynlighetsregningen.

6.2.1 Tetthetsfunksjon og fordelingsfunksjon

Hvis utfallet av et eller annet eksperiment kan gis en numerisk verdi pa en skala (f.eks. en
temperatur eller en posisjon), sies utfallet & veere en realisasjontitfeldiy variabel. La

oss betrakte det tilfellet at vi har en samling av maleserier fra en gitt prosess. La 0ss anta &
disse maleseriene er tatt opp under like forsgksbetingelser sa langt disse kan kontrolleres
men hvor tilfeldige forstyrrelser medvirker til en viss forskjell mellom de ulike maleseriene.
Vi betrakter hver av serie som en realisasjon av en stokastisk prosess. De ulike maleserien

fra en slik forsgksrekke er vist i figur 6.3, symbolisert ved indekser 1, 2, 3 ...

Vi ser at nar vi foretar et snitt pa et vilkarlig stgd  langs tidsaksen, sa vil realisasjonen bli en
tilfeldig variabel, og vi gjenkjenne¢sannsynlighets)tetthetsfunksjonenf (x;t;), som vi

kan lese som “f av x, gitt; ”. Ved dette tidspunktet vil sannsynligheténafostarrelsenx
vil passere mellona ol som vist pa figuren veaere

b
Pla< x(t) <b] = F(b;t;) —=F(a;t;) = J’f(x;tl)dx (6.3)

Her er F(x;t;) (sannsynlighets)fordelingsfunksjonerfor x ved tidspunktet, . Vi har

f(xty) = (%F(x;tl) (6.4)

Sannsynligheten for at  vil inntreffe med en verdi laverelenn  ved tidspupktet  blir

b
P[x(t) <b] = F(b;t;) = If(x;tl)dx (6.5)

1. SymboleP] ] er stenografi for “sannsynligheten for”, mels) ogf () er funksjoner.
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X(t) 5 T T T T T
f(X:tp) f(xty)
45+ ; ;

X(1)

0.5F b

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Figur 6.3

Vi har, som kjent fra sannsynlighetsregningen

F(wsty) = J’f(x;tl)dx =1 (6.6)

—00

| figur 6.3 far vi inntrykk av atf(x;t) er demammefor forskjellige verdier au . Dette
bekreftes ogsa av den horisontale linjeft) = konstant, som uttrykker middelverdien av
x(t) . Dette er svaert vanlig, og vi sier da at prosessestasjonaert. Men slik trenger det

ikke veere: Figur 6.4 viser noen utfall av et stokastisk signal hvor tetthetsfunksjonen endrer
seg med tida. Denne prosessen er ikke stasjoneer.

Nar vi har med fysiske, tidsvarierende malesignaler & gjare bruker vi ofte begaepaita-
detetthetsfunksjon og amplitudefordelingsfunksjon. Eller vi sier bare tetthetsfunksjon og
fordelingsfunksjon.

6.2.2 Betinget sannsynlighet og betinget tetthetsfunksjon

Dersom to tilfeldige variable betraktes simultant, har man definersidartane fordelings-
funksjonen F (x,y) og den tilhgrendsimultane tetthetsfunksjonenf (x,)). X ogy er her to
tilfeldige variable. Vi vil ogsa kunne vaere interessert i & bestemme tetthetsfunksjoren for
nar vi vet aty allerede har funnet sted, og kjengesin verdi. Denne tetthetsfunksjonen kaller

vi denbetingede tetthetsfunksjonerog benevner def(Xx|y)

1. Grovt sett. Vi kommer tilbake til en mer presis definisjon pa begrepet “stasjonzer”.
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5 T T T T T T

451 tjukk strek 3 middelverdien(t)

3.5F
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Figur 6.4

f(xity) = 8(x=xq(to)

T

\

| \,
. - ;
2 Xq(t)
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Figur 6.5

Figur 6.5 viser noen realisasjoner av. samme prosess som i figur 6.3. Men na har vi malt er
realisasjonx,(t) framtit = t; , og deet viat den hadde verdier,(t;) véd= t; . Siden

X,(tp) né er en deterministisk starrelse, blir “tetthetsfunksjonen” her en deltafuhldéﬁem

kunnskap vi har omx(t,) vetl=t, ma pavirke de seinere tetthetsfunksjonep fgr ,

dvs. vi farbetingedeetthetsfunksjoner. Dette er vist pa figur 6.5, som ogsa antyder tetthets-
funksjonene fra figur 6.3, hvor man ikke hadde noen forhandskunnskaper om bestemte
verdier av x. Vi ser av figur 6.5 hvordan tetthetsfunksjonene likevel blir breiere med tida,
dvs. usikkerheten gker, og etter en stund vil kunnskapen #rd, veere uten verdi. Vi er

tilbake i situasjonen i figur 6.3.

1. Faktisk kan edeterministisk signalX(t) oppfattes som et spesialtilfelle av et stokastisk signal, hvor
tetthetsfunksjonen er en deltafunksjon(X;t) = 0(X—x(t))  for alle verdidr av
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Eksemplet over viste hvordan vi har behov for et begrepsapparat som handterer simultan og
betinget sannsynlighet nar vi studesammestokastiske prosess ved forskjellige tidspunkter.

En annen anvendelse er nar vi studerer interaksjonen mellomskgelligesignaler, x(t) og
y(t) . Vi kan f.eks. stille spgrsmalet: Pa hvilken mate vil det at vi kiemtgr  t ved,

influere pa statistisk kunnskap og{t) ved t;  ? Dette skal vi komme inn pa seinere med

de sakalte korrelasjonsfunksjoner, i denne omgang skal vi ngye oss med & repetere litt om
simultan og betinget sannsynlighet.

Simultan sannsynligheter definert gjennom den simultane tetthetsfunksjon:

Sannsynligheten for at stgrrels&(t,)  vil inntreffe mellam bogg at starrelseny(t;) Vil
inntreffe mellomc ogd vil veere

db
Pla<x<bog c<y<d = Hf(x;to, y;t;)dxdy (6.7)
ca

Simultart sannsynlighet er ogsa definert i det enda mer multidimensjonale (> 2) tilfelle. Det
henvises til litteratur i sannsynlighetsregning.

Nar vi ser pa prosessens amplitude ved to gitte tidspunkt, eller to prosessers amplitude ved
samme eller forskjellige tidspunkt, kan vi oppsummere fglgende regler:

For to tilfeldige variable vil den betingede sannsynlighetstetthetsfunksjonen veere gitt av

f(x|y) = % (6.8)

Likeledes vil den betingede sannsynlighetsfordelingsfunksjonen veere gitt av

F(x|y) = % (6.9)

Vi ser altsa at betingede sannsynligheter kan beregnes ut fra simultane sannsynlighetsmal og
sannsynlighetsmal foralene.

La oss vende tilbake til eksemplet i figur 6.5. Vi har malt realisasjong(t)aspp til tident,, .

Hvis vi gnsker & uttale oss om sannsynlighetenxidy), t; > t, nar vi kjenner verdien av
X(t,) , far vi med betingede sannsynligheter & gjare, nenflig(t,) | x(1p)) . Fra (6.8) har
Vi

f(x(ty), x(1p))

f(x(t)|x(tp)) = f(x(t,))

(6.10)

1. Merk at begrepet “simultan” her ikke brukes i betydningen “pad samme tidspunkt”’, men i betydningen
“for flere variable”.
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Disse tetthetsfunksjonene er nettopp de som blir breiere og breiere etterhvert som @gker
figur 6.5.

Vi kan na innfgre begrepstatistisk uavhengighet

To tilfeldige variable x og y er statistisk uavhengige hvis

f(xy) = () 1(y) (6.11)

Fra likning (6.8) ser vi at i dette tilfellet har vi

_fy) - 10FY) -
(9 = S = ey = T (6.12)

Relatert til eksemplet i figur 6.5, ville statistisk uavhengighet melidty), t;, >t,  x(dg)
bety at tetthetsfunksjonen umiddelbart eter  ville blitt lik den vi hadde i figur 6.3. Vi kan

trekke den forelgpige konklusjon at dette ville betydd en hurtig varierende prosess, noe vi vil
komme inn pé& seinere.

6.2.3 Forventningsverdi, kovarians og korrelasjon

Av grunner som vi skal komme tilbake til, kan amplitude-egenskapene til stokastiske proses-
ser ofte beskrives ut fra middelverdi og varians for et gitt tidspunkt. Disse midlere verdiene

kan finnes enten fra rene teoretiske beregninger eller fra midlings-operasjoner utfgrt pa malte
tidsserier.

Vi utelater na tidsargumentetx(t) , slik at vi bare skriver . Det er da underforstatt at vi
betrakter prosessen pa et bestemt sted pa tidsaksen, og xia blir en tilfeldig variabel slik v

kjenner begrepet fra sannsynlighetsregningéiddelverdien x, ellerforventningsverdien,
defineres ved

(o]

X = E(X = J’xf(x)dx (6.13)

hvor x er den stokastiske prosessen ved et gitt tidspunkt (eller generelt en tilfeldig variabel),
p(x) er tetthetsfunksjonen for og E(.) betegneforventningsoperatoren Merk at E(.)
bare er en stenografisk notasjon for integraloperasjonen (6.13). Vi kan skrive

E() = [ () DF(x)dx (6.14)



70 6. STOKASTISKE PROSESSER
Da blir forventningsverdien til en funksjog(x)  av en tilfeldig variabel, gitt ved

E(9(x) = [9(x)T(x)dx (6.15)

g og xkan gjerne vaere vektorer og utvidelsen til dette tilfellet er triviell, i det vi far

E(g(X) = II...Ig(x)f(x)dxldxz...dxn , (6.16)

hvor f(x) na er en simultan tetthetsfunksjon, dim(n)Merk at de to vektorere og(.)
ikke trenger & ha samme dimensjon.

To viktige egenskaper ved forventningsoperasjonen vil bli hyppig benyttet:
1. Forventningsoperasjonen er lineeer:
Gitt konstantenen o , funksjonend x) afx) , 0g den tilfeldige varigble med
(simultan) tetthetsfunksjori(x) . Gitt en ny tilfeldig varialzel , med ah(x) + Bg(x)
Hva blir E(2) ?

Vi har
E(2 = | ---J’[0(h(2<)+Bg(x)]f(>_<)dx1dx2...d><n

Ved & bruke de kjente regler for integralet av en sum, og ved & sette konstantene utafor
integralet, far vi til slutt

E(2 = E[ah(X) +Bg(x)] = aE[h(X)] +BE[9(X)] (6.17)

2. Integrasjon og forventningsoperasjon kan byttes om:

B, .
E{jh(T)g(zc T)dr} = [h(ME[g(x T)]dt (6.18)
A B,

Beviset er trivielt: Forventningsoperasjonen representerer en eller flere integrasjoner. En ny
integrasjon kan gjgres far eller etter de gvrige, fordi resultatet av et multippelt integral ikke
avhenger av integrasjonsrekkefglgen.



6.2. MATEMATISK GRUNNLAG | SANNSYNLIGHETSREGNING 71

Variansentil en tilfeldig skalar variabet defineres som

var(x) = 02 = E{(x—=X)?} = I(X—X)z f(x)dx (6.19)

hvor x = E(X) .

o2 er et mal for dispersjonen eller spredningen av x omkring sin midleresverdi

T
Hvis vi i stedet har en vektor = |:X1 XJ av tilfeldige variable, kan vi definere en

multidimensjonal analogi til varians, nemkgvariansmatrisa til x:

X = B(x=3{x=-%T} = [ .. [(x=0=X)Tf(x)dx..dx, (6.20)
Kovariansmatris& er symmetrisk dvsX = XT der elememﬁt: Xji er gitt av
xij = E{(x—%)(x;— %))} (6.21)

Diagonalleddene;; gir falgelig variansenxil

Det er ogsa vanlig a bruke betegnelsér= cov(x) . Vi har

E{(x-¥(x=X)T} = E{x X" =% xT=x X" + % xT} (6.22)

11
11

NaerE(x) = x , siderx ikke er en tilfeldig variabel. Altsa far vi at (6.22) blir

T+

m

(x x7) - = E(x X) -

X
I
<
|
X
I
X
I
>
I
I

T (6.23)

| det skalare tilfelleténtilfeldig variabel) forenkles dette til

E[(x=%)?2] = 02 = var(x) = E(x2) —=[E(X)]? (6.24)

Standardavviket o; til x; er definert som
o, = /X (6.25)

Som tidligere nevnt indikeret;  (ellex = jx_” ) spredningen omk#pg
De ikke-diagonale leddeneX angir sammenhengen eller graden av samvariasjon mellom
variablenex; og; .
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Den normaliserte kovariansen mellogn  >qg  defineres som

o = i (6.26)
1 o0

Den kalleskorrelasjonskoeffisienten mellom x; 0gX; . Korrelasjonskoeffisienten vil alltid
ligge i intervallet[-1, 1] .

6.2.4 Et eksempel pa korrelasjon

La oss betrakte de to avledede stgrrelsene
X, =2
X, = az+ w

hvor z og w er stokastiske variable og forutsatt statistisk uavhengige. Videre forutsettes
E(w) =0, E(2 = 0, E(2) = 02, E(W?) = 02

X
Da blir kovariansmatrisa tik = { 1}
X2

x = g|? az+zw _ |E(? E(aZ2 +zw) (6.27)
az2Z+zw az2+2azw+ W E(aZ+2zw) E(az?2+2azw+ w)
02 ao?
X =" ‘ (6.28)
ao? a’02+ a2

Korrelasjonskoeffisienten (se (6.26) mellon  xgg  blir:

ao? ao,
P12 = (6.29)

-T2 2\1/2~
(a ozt GW) o, /8.20'22 + 0'V2V

Setter via = 0, far vip;, = O . Dette rimer med at da>gr=z xg=w Qg X9g
blir falgelig statistisk uavhengige.

Larvia — o ellero2 - 0, farvip,, = 1. Dette rimer med at da by = konst.Cx,
dvs. maksimal samvariasjon.



6.2. MATEMATISK GRUNNLAG | SANNSYNLIGHETSREGNING 73

6.2.5 Statistisk uavhengighet og korrelasjon

Vi har tidligere definert statistisk uavhengighet mellem  xpg . Da er den simultane tett-
hetsfunksjonf(xi,xj) = f(xi)f(xj) , jfr. (6.11).
Fori #j farvida

i = E{(6=%)(x;—=%))} = II(Xi_)_(i)(xj_)_(j)f(xi’xj)dxidxj

—00 —00

X
1

(6.30)

[oe] 00

I(xi—>‘<i)f(xi)dxiJ’(xj—Xj)f(xj)dxj =0

Vi ser av dette atatistisk uavhengige variable er ukorrelerte dvs. atg; = 0 Nar # |
Har vi derfor en vektor av statistisk uavhengige variable, vil kovariansmatrisa bli diagonal.

Na er ikke ukorrelerte variable alltid statistisk uavhengige, som vi skal se av et eksempel:

Gitt to statistisk uavhengige tilfeldige variabig @g . Beggeumiformt fordelte i

intervallet [-1, 1] , dvs. f(x;) = f(X,) = % , 0 ellers. Gitt en ny tilfeldig variabel

z = xX,. Det er &penbart atog x, ikke er statistisk uavhengige siden  inngarMen
det skal nd vises &~ ager ukorrelerte.

Sgker fgrst middelverdien av z:

11
E(z) =z = J'J’(xlxz)f(xl, X,)d X, d X, (6.31)
-1-1
Siden vi har statistisk uavhengighet &fx;, x,) = f(x;) f(x,) . Setter inn fftx,) 0g
f(x,) og far
. 1 . 1
-1 -1
Vi har da
E[(z—2(x;—%;)] = E[zx] = E[X$X,] (6.33)

Na er x? ogx, statistisk uavhengige. Med samme resonnement som over, er da

E(X$x,) = X_%D(_Z = X_%ED = 0. Altsd er E[(z—2(x,—%;)] = 0 dvsz og er ukor-
relerte pa tross av at de ikke er statistisk uavhengige.
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6.2.6 Normalfordelingen

Nar tilfeldige variable karakteriseres ved sine tetthetsfunksjdey , er vi ngdt til & skaffe
til veie disse funksjonene. Dette kan skje ved teoretiske betraktninger, ved eksperimenter
eller ved en kombinasjon. Dette er i mange tilfeller vanskelig og i mange tilfeller ma man
greie seg med d@ntaen tetthetsfunksjon.

Imidlertid kommer naturen oss i en viss grad til hjelp i mange tilfeller, idet sveert mange
stokastiske fenomener i naturen er tilneern@malfordelte (= Gaussfordeltg. Den skalare
(dvs. ikke-simultane) normalfordelingen, figur 6.6, er gitt av

1 _loxexd
f(x) = e 2Ho M , 0 er standardavvik og er middelverdien (6.34)
J2nc
0.5 1
p(¥)

0.4 0.8 PO
0.3 0.6
0.2 0.4
0.1 0.2

0 0

-5 0 5 ‘5 0 5

Figur 6.6 Normalfordeling fok = 0 og = 1.0

Normalfordelingen er ikke bare en matematisk abstraksjon. Den forekommer hyppig i natu-
ren og fysikken. Dette kan forklares via det saksdtetralgrenseteoremetDet er et resultat
fra statistikken som sier awis en tilfeldig variabel er en sum aw statistisk uavhengige,
tilfeldige variable, hver med envilkarlig tetthetsfunksjon, sa vil den resulterende varia-

bel vaere normalfordelt nar N — oo.

Et annet resultat som er beslektet med sentralgrenseteoremetneresd sum av normal-
fordelte stgrrelser er ogsd normalfordelt. Dette betyr at normalfordelte forstyrrelser
som eksiterer et lineaert dynamisk system gir normalfordelte responser.

Sentralgrenseteoremet skal illustreres med to eksempler:
Eksempel 1:

La x; veere uniformt (=“rektanguleert”) fordelte, tilfeldige og uavhengige variable pé interval-

let [0, T] som vist i Figur 6.7a. Vi betrakter 8= x, + X, . Tetthetsfunksjorfiéx) er
vist i Figur 6.7b som en heltrukket linje. Vi ser at den er en trekantformet funksjon. Den har

x = T og var(x) :%Tz.
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(a) (b) (c)
1/T1 1/T1 1
\
0.8 0.8 \ 0.8 .\
0.6 0.6 0.6
0.5/T
0.4 0.4 0.4
0.2 0.2 02t / \
% 0.5 1T % 1T 2T % 1T 2T 3T
Figur 6.7 Tetthetsfunksjoner fag (x; +X,)  d&; + X, + X3)
En normalfordeling med samme middelverdi og varians er gitt av
1 /3
fy(x) = = [= e3kx-T)yT? 6.35
=1 2 6.3

Denne normalfordelingen er vist i Figur 6.7b med stiplet linje. Vi ser at vi allerede i dette
tilfellet har en viss likhet mellonf (x) oy (X)

Hvis nax = X, +X,+X5 far vi fordelingenf(x)

X = 3% og var(x) = (T2/4) . f(x) bestar i dette tilfellet av tre parabolske deler. En

som er heltrukket i figur 6.7c med

normalfordelingf \(x) med samme middelverdi og varians blir n&

fN(X) = 'll'/\/?'[ e2(x—1.5T)%/T2

f(x) er gitt ved den stiplede linjen i figur 6.7c. Vi ser at forskjellenfi§&)
ganske liten.

(6.36)

fR6) er

Eksempel 2:

Folgende prosess betraktes: En sekvens av tilfeldige variable midles gjennom et lavpassfilter
Inngangssignaletx (t) antar verdiene +1 eller -1 og kan kun skifte verdi ved

t=0,12 3... .Sannsynligheten for & anta hver av verdiene er 0.5, slik at

F(x) = %[6(—1)+6(1)] (6.37)

Dette signalet sendes gjennom ulike lavpassfiltre (RC-nettverk) med forskjellig bandbredde.
Figur 6.8 viser typiske forlgp for inngangssignatdt), for utgangssignaley (t) samt for
tetthetsfunksjonenef (y[k])  for ulike bandbreddeverdier i lavpassfiltendtk](= y(t)

fort =0,1,2 3... ). Viseratf(y[k]) gar mot noe som likner en normalfordeling nar

bandbredden avtar. Dette kan forklares ut fra sentralgrenseteoremet, fordi filteret foretar en
veiet summasjon av tidligere verdierait). Anta at filteret har impulsrespohg():
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Foldingsintegralet gir

t
y() = [ h(t-a)x(a)da (6.38)

y (t) kan betraktes som en sum med uendelig mange ledd, og hvor hver inngangéuérdi
veies med faktorerh(t—a)da . Gamle ledd veies kraftigere inn i summen jo lavere band-

bredde (dvs. starrea ) filteret har, og sentralgrenseteoremets betingelse om uendelig mange
ledd naermer seg derfor oppfyllelse

. , V) = (¥ + X(0), T=1
§ im—L yIKl = ay[k—-1] + (1—a)x[k-1] , a=¢e /T
=0 o =012
> 1 .

Yo(t)
RopR
Q
I
o
~
o L N
—
—
=
—
—
—

tetthets-
L X X X funksjoner
S0 o ~a=o0s {05 f(yIK:a)
> 1 | 0 |
=1 ' 4
;{r 0/,\/\/\ a=06 2 MWMWW
-1 0
o e ] :
3 0 a=09 »
-1 1t 0
0 5 10 -1 -0.5 0 0.5 1
Figur 6.8

6.2.7 Simultant normalfordelte variable

Til slutt i dette avsnittet skal vi si litt orsimultant normalfordelte variable, dvs. vi har

ikke lenger en skalar tilfeldig variabel men en vektox med normalfordelte komponenter
med kovariansmatris€. Vi har da

_E(X_X)Tx—l(x_z)g ,hvor n = dim(x) . (6.39)

_ 1 0
0 = Tamrderx 722

1. Kuriositet: Fora <0.5 er tilstandsrommet forfk]  ikke lenger kontinuerlig mellom -1 og 1; det
finnes tilstander som aldri vil inntreffe. | tillegg blir tilstandsromiinaktalt, fordi det for et vilkarlig lite
intervall rundt en vilkarlig verdi aw[k] innafor tilstandsrommet alltid finnes tilstandetafor. For

o = 0.33vil tilstandsommet fory[K] veere den spesielle fraktale mengde som Kaltégr-stav
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Dersom elementenexi  er ukorrelerte, dvsXat er diagonal, finner vi

n n
1 U1 0
f(x) = ————— expi=(Xx — X:)2/x; ] = f(x) (6.40)
il:ll(z-r[xii)ll2 [l 2™ I ! il il:ll |
der
1 01 O
f(x) = ——— expi+=(X —X)2/x;. 6.41
(%) (270 )12 pg-z( i—X) ..E (6.41)

Hvis vi sammenholder dette med definisjonen pa statistisk uavhengighet, likn. (6.11), ser vi
at -

for normalfordelte variable vil ukorrelerte variable ogsa vaere statistisk uavhengige

Dette er nyttig & vite fordi det som oftest er lettere & pavise ukorrelerthet enn statisk uavhen-
gighet. Korrelasjon kan beregnes pa grunnlag av malte data, statistisk uavhengighet kan ma
bareanta ut fra innsikt i de prosesser som studeres. (Et eksempel pa det siste er antagelse
om at neste utfall av & kaste mynt og kron er statistisk uavhengig av hva resultatet ble i
forrige kast. Dette virker helt opplagt, men det er uansett en antagelse og kan ikke bevises).

La oss aller sist understreke at i tillegg til & opptre ofte er normalfordelingen enkel a karakte-
risere, idet den er fullstendig gitt av middelvexdi og kovariansen cov(x)

Dette, sammen med de tidligere nevnte egenskapene gitt av sentralgrenseteoremet, sett
normalfordelingen i en seerstilling.

6.3 Stokastiske prosesser beskrevet i tidsplanet

Vi har hittil omtalt stokastiske prosesser i relativt intuitive vendinger. Vi har sagt at en
stokastisk prosess er den totale mengde mulige tidsserier eller maleserier fra et gitt eksperi
ment eller fra et naturlig forlgp av en fysisk prosess. Hver av disse mulige tidsseriene er en
realisasjon av den stokastiske prosessen. Hvis vi betrakter den stokastiske prosessen ved
gitt tidspunkt, vilx(t) veere en tilfeldig (stokastisk) variabel. Denne tilfeldige variable kan
beskrives eller modelleres ved hjelp av tetthetsfunksjoner, noe vi gikk inn pa og repeterte i
avsnitt 6.2. | dette tilfellet hvor en fordelingsfunksj&(x) eller en tetthetsfunksjop(x)
refererer til en stokastisk prosess, benytter vi som nevnt ofte betegnelsen amplitudeforde:
lingsfunksjon eller amplitudetetthetsfunksjon.

Vi kan intuitivt innse at tetthetsfunksjonene ved forskjellige tidspunkt ikke er tilstrekkelig for
beskrivelse av en stokastisk prosess. Alein@@iybare informasjon om hvordan verdien av

en stokastisk prosess er fordelt i gyeblikket og ikke noe om hvordan tidsforlgpet av en
realisasjon ser ut. Figur 6.9 viser f.eks. to realisasjoner fra hver sin stokastiske prosess
Amplitudefordelingen er den samme i de to tilfellene, men vi ser at de to prosessene har ulike
egenskaper med hensyn til variasjon med tida. Hvis vi ser naermere pa figur 6.9, ser vi a
forskjellen har noe med variasjdnstighetend gjgre
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Figur 6.9

Den gverste prosessen ser ut til @ ha et mer predikterbart forlap enn den andre, som har et
sterkere innslag av hurtige variasjoner.

For & skille mellom de to prosessene matte vi i tillegg til tetthetsfunksjonene for gitte tids-
punkter, ogsa matte formulesamultanetetthetsfunksjoner for
X(t1), X(t,), X(t3), X(ty), ..., x(t,) for vilkarliget; ogn:

F(X(ty), X(t,), X(tg), X(ty), ..., X(t,)) (6.42)

Men dette blir altfor komplisert & arbeide med. Vi skal derfor ngye oss med & beskrive
stokastiske prosesser ved hjelp lawrelasjonsfunksjoner i tidsplanet, og ved hjelp av
effektspektra i frekvensplanet. Vi vil fa se at disse to beskrivelsene er fullstendig ekviva-
lente, og atle er Fouriertransform-par. Vi vil f4 se at vi kan bruke de verktay vi allerede
har utviklet i forbindelse med kontinuerlige og diskrete systemer og signaler.

6.3.1 Beskrivelse ved middelverdi og korrelasjonsfunksjon
Korrelasjonsfunksjonene fout) er definert vedd,,(t, T)

(6, T) = E{x()x(t+71)} = I J’xlxzﬂf[xl, Xo] d X d X (6.43)

—00 —00
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der vi har innfartx(t) = x; ogx(t+T) = X, . Korrelasjonsfunksjonen méaler som vi ser
sammenhengen mellom den variakleed tident og x ved tident +t .¢,, sier derfor noe

om variasjonsegenskapene ifillangs tidsaksen. Hvis det er liten statistisk sammenheng
mellomx(t) og x(t+71) , vil ¢,,(t, 1) veere liten, og omvendt hvis sammenhengen er stor,

vil ¢,,(t, T) veere stor.

Denne korrelasjonsfunksjonen maler korrelasjonen av en tidsserie med seg selv langs tidsak
sen og kalles derfor ogsa@itokorrelasjonsfunksjonen.

For & male sammenhengen eller korrelasjonen mellom to ulike stokastiske prosesser, define
reskrysskorrelasjonsfunksjonen ¢Xy(t, 1)

¢,y(t, T) = E{x(y(t+T1)} (6.44)

hvorx ogy er de to stokastiske prosessene.

Vi skal na definere to begreper som videre vil kunne forenkle analysen og beskrivelsen av
stokastiske prosesser i mange tilfeller.

STASJONZAER PROSESS

En stokastisk prosess stasjonaerhvis den simultane tetthetsfunksjonen (6.42) er uavhengig
av tidsparameteren. Dvs. gt kan erstattes medr for vilkarlige T i (6.42).

Spesielt vil da¢, (t, 1) = ¢, (1) 1(6.43).

ERGODISK PROSESS

En stasjonaer stokastisk proses®mgodisk hvis vi for en vilkarlig funksjong[x(f)] av en
stokastisk prosesgt) har at

-
.1
E{olx(9]} = lim =[ g[x(9]dt (6.45)
T 5
0
En prosess er altsa ergodisk hvis ensemble-middelverdigfxav er lik tidsmiddelverdien av

a(x) .

Hvis en prosess er ergodisk, kan vi finne ensemble-forventningsverdier ved i stedet a beregn
tids-forventningsverdier. Dermed kan vi greie oss med en eneste lang tidsserie. Ergodisk
prosess betyr at all statistisk informasjon om prosessen ligger i en enkelt realisasjon. Forut:
setningen om ergodisitet er sveert vanlig, og dessuten helt ngdvendig for & beregne
korrelasjonsfunksjoner fra malte data.

Et prosessreguleringssystem vil ofte ha tilneermet ergodiske signaler nar systemet har kom
met inn i en stasjoneer driftstilstand og transienter har dgdd ut.
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Imidlertid: En stasjoneer prosess er ikke ngdvendigvis ergodisk, som vi skal se i et enkelt
eksempel: Prosessen er karakterisert ved at dens realisasjoner er konstante funksjoner,

x(t) = ¢, (6.46)

hvor c er en tilfeldig variabel med sannsynlighetstetthetsfunk$jah, dvs.c varierer fra
realisasjon til realisasjon. Figur 6.10 viser noen realisasjoner, og middelverdien

4 T T T T T T T
; kf ©) \[© .
L aF 4 G
. \ \ ¢,
/I /l -C5
2 K / f
l | | to | | 1 tl 1 1 t
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figur 6.10

Denne prosessen er ikke ergodisk fordi ensemble-middelverdien er ulik tidsmiddelverdien for
en bestemt realisasjon. Vi kan ikke regne ut ensemble-middelver@ien ved & bruke
tidsmiddelverdien.

Men prosessen er stasjonaer, siden sannsynlighetstetthetsfunksjonen (6.41) i dette trivielle
tilfellet er uavhengig av hvor pa tidsaksen vi befinner oss.

Vi oppsummererEn ergodisk prosess er alltid stasjonaer. For at en stasjoneer prosess skal
veere ergodisk ma i tillegg enhver realisasjon eller tidsserie vaere representativ for hele
ensemblet.

Ved ergodiske prosesser kan vi regne ut autokorrelasjonsfunksjoneren.tealisasjon av

x(t) :

.
0, (1) = E[xX()x(t+T)] = Tliinoo_Tl_J'x(t)x(HT)dt (6.47)
0

og krysskorrelasjonsfunksjonen farealisasjon av prosesseit) @grealisasjon av den
andre prosessew(t)

.
d(T) = E[X(DY(t+1)] = Tliinoo_Tl_J'x(t)y(HT)dt (6.48)
0

Vi skal se pa en del egenskaper til korrelasjonsfunksjonen. Vi forutsetter at de prosesser vi
studerer er stasjoneere, og inntil videre ogsa at de har middelverdi = 0. Figur 6.11 viser to
noksa vanlige forlgp for autokorrelasjonsfunksjoner:
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"0, (T)

L | | |
-10 -5 5 10

Figur 6.11 , prosessene har 0

Autokorrelasjonsfunksjonen for en stasjonaer prosess vil alltid vaere symmetrisk, dvs.
¢xx(T) = ¢XX(_T) (649)

For en ergodisk prosess sees dette enkelt ved & sette 1:= 1 (6.47).

En viktig egenskap utledes ved & betrakte

E[{x(t+ 1) £ x(1)}?] = 2[¢,,(0) £ d,(T)] 20 (6.50)
som gir
Byx(0) 2 [ (T))| (6.51)
Autokorrelasjonsfunksjonens absoluttverdi er altsa alltid mindre enn verdien=fod . For

den oscillatoriske autokorrelasjonsfunksjonen i figur 6.11 er dette markert ved at funksjonen
ikke kan ga mer negativ enn den nedre stiplede linjen, og mer positiv enn den gvre, som e

bestemt av verdien tip,,(0) . Fysisk kan dette forklares ved at samvariasjonen mellom

signalet x(t) ogx(t+1) ma avta med gkende tallverditav , fordi usikkerheten gker med
tidsforskjellen.

Anta nd at en prosess har middelverdio . Da gir (6.24)
b, (0) = E[x(t+0)x(t)] = E(x?) = [E(X)]?+var(x) = X?>+0? (6.52)

Se figur 6.12. Hvix (t) er et fysisk signal, representergy,(0) effekten i signalet. Dette
kommer vi tilbake til.
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0, (1)

L I
-10 -5 5 10

Figur 6.12 , prosessene ha¥ 0

Forkrysskorrelasjonsfunksjonenellom de stokastiske prosess&mgy har vi
q)xy(T) = ¢yx(_T) (653)

Dette falger fra (6.48) ved a sette=t—1 . Dessuten Wil(1) =0 x&g y er
ukorrelerte.

En egenskap ved krysskorrelasjonsfunksjonen som minner om (6.51) er

2(1) < 0,,(0)9,,(0) (6.54)

Vi har hittil kun betraktet stokastiske prosesser som er kontinuerlige i tid. Identiske forhold
gjelder imidlertid fordiskrete stokastiske prosessex[k] og y[k] . Likningene (6.47) og
(6.48) blir da

N
MOE N"E“m%gj[ KIxk-+ (6.55)

N
¢yylnl = N'[”gg% > X[Kly[k+ ] (6.56)
k=1
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6.3.2 Signaler som er en sum av stokastiske og deterministiske

komponenter

Vi vil farst betrakte autokorrelasjonsfunksjonen for et deterministisk sinussignal. Det er da
ikke riktig & snakke om autokorrelasjon i statistisk forstand, men vi vil anvende formelen
(6.47) pa dette signalet. (6.47) uttrykker na ikke forventningsverdi, men det midlere produkt

av signalet med seg setv  tidsenheter senere. Gitt sigrétet= asin(wt + 0) . (6.47) qir

da
T

$,(T) = lim _Tl_Iazsin(oot +0)sin(wt + 0 + wt)dt =
T 5
0
T (6.57)
TIim _Tl_J'%aZ[(l— cos2(wt + 8)) coswt + sin Awt + 0) sinwt]dt = %azcosun
— 00 O

Vi ser at ¢,,(t) er uavhengig av den opprinnelige signalfagen, (hvorfor?). Generelt
gjelder at en mengde signaler med samme form, men som er tidsforskjgvet i forhold til
hverandre, kan gi samme autokorrelasjonsfunksjon, i det all faseinformasjon forsxinner. og
d,, ervistifigur 6.13 (a).

Anta na at vi har et hurtig varierende stokastisk signal som vist i figur 6.13 (b). Autokorrela-
sjonsfunksjonen for dette signalet er vist i samme figuren, og vi sy, ét) gar raskt mot

null nart gker. Dette er i motsetning til hva som er tilfelle i pkt. (a). Hurtigheten hvormed
autokorrelasjonsfunksjonen gar mot null er derfor et mal pa predikterbarheten av den stokas
tiske prosessen. Hvig,, ikke gar mot null, m& den stasjonzere prosessen inneholde en

deterministisk, periodisk komponent.

1 05 : :
1 05 »

0 5 10 15 20 20 10 0o 10 20 -

X(t) b(D)

5 : : : 100 :

ON\/M\/\«AWFV\/J\/W b 0 ‘\Af )
(b) __merk

5 -100 : !

0 5 10 15 20 % 10 o 10 20 Skald
5 : : : 5 : , : 2
OW\N\M (c) OWM/\ [\W
5 -5

0 5 10 15 20 20 10 0 10 20

Figur 6.13 Noen tidsforlgp og tilhgrende autokorrelasjonsfunksjoner
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Hvis vi nd adderer stgy av samme type som vist i (b) til sinussignalet vist i (a), vil autokorre-
lasjonsfunksjonen til summen veere lik summen av autokorrelasjonsfunksjonen hvis signalene
er ukorrelerte. En slik tidsserie og dens autokorrelasjon er vist i figur 6.13 (c).

Gjennom dette eksemplet ser vi hvordan begrepet autokorrelasjon via formebg&id Kpn
anvendes pa en deterministisk, periodisk prosess og en stokastisk prosess. Vi kan detektere
bade periodiske deterministiske komponenter og stokastiske komponenter i et signal.

Og: Den stokastiske delen av prosessen representeres ikke lenger av noe sa diffust som et
“ensemble av realisasjoner”, men av en entydig autokorrelasjonsfunksjon.

6.3.3 Bruk av autokorrelasjonsfunksjoner og
krysskorrelasjonsfunksjoner

Et av hovedformalene for maling av autokorrelasjoner i reguleringssystemer og i andre sam-
menhenger, er @ male graden av predikterbarhet, dvs. hvor stor innflytelsen av naveerende
verdier er pa fremtidige verdier. Som vi har sett i siste avsnitt vil autokorrelasjonsfunksjonen
til et sinussignal aldri dg ut for store . Derfor vil maling av autokorrelasjonsfunksjonen ogsa
kunne klarlegge sinussignaler eller andre deterministiske signaler som er maskert i stgysigna-
ler. Andre og mer indirekte anvendelser skal vi komme inn pa senere.

Krysskorrelasjonsfunksjondsenyttes for & fastsla en eventuell sammenheng mellom ulike
signaler:

Krysskorrelasjonsberegninger kan bl.a. benytteg$timering (= anslag)av tidsforsinkelse
I en prosess. La oss anta gitt en prosess som en ren transportforsu(Ketspy(t) har null
middelverdi.

u(t) y(1)

e—T S

Vihardaaty(t) = u(t—T) .Dermed er
¢,y(T) = E[u()y(t+1)] = E[u(u(t+T-T)] = ¢, (T-T) (6.58)

Vi ser av figur 6.14 at])uy(r) er likp, (1) forskjgv@tsekunder langs -aksen. Dette kan

vi benytte i praksis for maling av dominerende tidsforsinkelse idet krysskorrelasjonens topp
gir denne.
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//
Figur 6.14 ¢, ogh,, nary(t) = u(t-T)

6.3.4 Autokorrelasjon direkte fra simultan tetthetsfunksjon:
et eksempel

Ved & bruke forutsetningen om ergodisitet, har vi fatt en enkle formler for a finne auto- og
krysskorrelasjon, (6.47) og (6.48). Vi har tidligere papekiantliger det simultane tetthets-
funksjoner av typen (6.42) som gir den fullverdige beskrivelsen av en stokastisk prosess, mer
samtidig er det sveert komplisert & bruke disse. Vi skal likevel gi et eksempel pa at det gar ar
a utlede autokorrelasjon direkte fra en simultan tetthetsfunksjon

La oss betrakte en situasjon hvor den stokastiske prosegsen biezeet signalmed
amplitude +c eller -c. Antall fortegnskift i intervallgt, t + 1] skjer tilfeldig og ved uavhen-
gige tidspunkter med en midlere hyppighet ganger pr. sekund. Et slikt signal kalles ofte et
telegrafsignal se figur 6.15.

Det kan vises at sannsynlighetstetth&téor antall fortegnskiftn i intervallet erPoisson-
fordelt

n n
p[n] = % e\t (6.59)
Vi skal finne autokorrelasjonsfunksjonen fa(t) . Vi har
O, (1) = E{x()x(t+71)} = I lex2 Of [ X4, X,]dx;d%, (6.60)

der vi har innfartx(t) = x; ox(t+T1) = X,

1. Vi skriver p[n] med hakeparentes for markerepfn] atigkrettetthetsfunksjon.
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Figur 6.15

18

20t

Vi har tidligere beregnet autokorrelasjonsfunksjon ved tidsmidling. Denne gangen skal vi
altsd ga veien om den simultane sannsynlighetstetthetsfunksjonet) tay x(t+ 1) . Vi ma

derfor finne f(x(t), x(t+1)) = f(Xy Xy)

Na kanx, ogx, bare anta to verdierller-c, og likning (6.60) kan derfor skrives

$,, (1) = ccP(x =c¢, X, =¢) +c(—C)P(X; =¢C, X, = —C)

+(=C)cP(x = ¢, X, = €) + (=€) (-C)P(¥ = =€, X, = =)

Telegrafsignalets symmetri (statistisk sett) om tidsaksen gjar at vi kan sette

P(x;=¢, X =¢) = P(X,= =¢, X, = =¢)

Disse to simultane sannsynligheter svarer til at antall tegmskifteriodent er et like tall.

Tilsvarende har vi

[EEN

og da em et ulike tall. Videre har viP(x; =¢c) = = = P(x; = —¢)

N

Loven om betingede sannsynligheter (6.8) gir oss da

P(x; = ¢ % =¢) = P(x=c|x, =¢)[0.5

P(x;= -¢,x;=¢) = P(x;=¢|x = -c)[D.5
Vi kan na skrive (6.61) som

(1) = 050X2[P(x, = ¢|x; =€) =P(x, = ¢[x, = —¢)]

(6.61)

(6.62)

(6.63)

(6.64)

(6.65)

Det farste leddet representerer sannsynligheten for et like antall tegnskift i intervallet

andre et ulike antall.

, det
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(6.59) gir da
010 \2[t|2
_ — o) = e | AZH O
P(x;=c|x=¢) = € lTlD o Tt (6.66)
_ oy = _ @AM A3
—P(X2—0|X1— —C) = e)\m%———l—!———s!——...% (667)

Summerer vi de to rekkene over, kan vi skrive summen som

VTR G e L G I L e G L o G i L S (N
(5] |T||:| ol + 1 + o1 + 30 +___|:|_ e |T| , (668)

og (6.65) blir derfor
By (T) = 0.502c2[ el gAM] = ¢2 g2 (6.69)

¢,,(t) har maksimum it = 0 og faller eksponensielt for gkefje , dvs. samme forlap
som den ene av de to autokorrelasjonsfunksjonene som er skissert i figur 6.11.

Jo mindreA , jo mindre avtap,,(t) for| >0 . Dette impliserer at telegrafsignalets tilstand

i oyeblikket betyr mye for tilstanden en stund fremover, og det er jo nettopp det som er
tilfelle nar A er liten, for da skifter signalet relativt sjelden. Autokorrelasjonsfunksjoner av

typenae®t er sveert vanlige og det er viktig & merke seg at noen andre stokastiske prosesse
enn telegrafsignalet har en slik autokorrelasjonsfunksjon. Dette gjelder f.eks. den enkleste
varianten av sakalt lavpassfiltrert hvit stay, som vi kommer tilbake til seinere.
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6.3.5 Oppsummering av egenskaper til korrelasjonsfunksjoner

B yu(T) = 0y (-T)
|0 3x(T)] < §4x(0)
Gitt z(t) = x(t) +y(t) , da blir
0,4T) = DT) + Dy (1) + 0y (T) + By (=)
eller §,(T) = d,,(T) + b, (1) hvisx(t) ogy(t) er ukorrelerte.
By (1) = Dyp(—T)
b, (T) = 0, N&rx(t) ogy(t) er ukorrelerte.
$2,(1) < 6,,(0)$,,(0)

B,/(1) < 5[0,,(0) + 6,,(0)]

(6.76) falger av (6.75), i det man alltid har%@(ta +b)>.ab Bmi&gb>0

(den geometriske ulikhet).

(6.70)

(6.71)

(6.72)

(6.73)

(6.74)

(6.75)

(6.76)



Kapittel 7:  Stokastiske prosesser, effektspektra

7.1 Innledning

Vi har sett at en stasjonaer stokastisk prosess kan beskrives ved hjelp av sannsynlighetstet
hetsfunksjoner eller ved hjelp av middelverdi og autokorrelasjon (som er entydig gitt av
tetthetsfunksjonene).

Vi har ogséa sett at noen stokastiske prosesser varierer hurtigere enn andre, dvs. disse har
forholdsvis stort innhold av hgyfrekvente variasjoner.

Vi skal na utvikle et verktgy for systematisk analyse av innholdet av ulike frekvenskompo-
nenter i et stasjoneert stokastisk signal. En intuitiv metode ville veere a filtrere en tidsserie
giennom en rekke bandpassfiltre som ikke overlapper hverandre og som hver dekker et lite
frekvensomrade. Utgangen i kvadrat fra disse filtrene kan s& midles over tid. Se figur 7.1.

Wy < W< 0y
- Y - %}(.)Zdt L W20 )
W <W< 0, f
- % ol %}(.)Zdt | W, w)
0
X(t) : . :
e . . .

Figur 7.1 Undersgkelse av effektspektrum ved bandpassfiltrering

| figuren erw; = Wy +Aw, W, = w; +Aw , osv. | lignings form kan vi skrive

T
W2(w, w+Aw) = lim _Tl_Ixz(t, W, W+ Aw)dt (7.1)
T &
0

hvor x(t, w, w+ Aw) er utgangen fra et bandpassfilter med passband fra w Hibw
W2(w, w+Aw) er effekten av signalex(t, w, w+Aw) . N#&w -0 dy- o , define-
rer vi

Y wtAw)
G (w) = lim

Aw - 0 Aw (7.2)
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Vi forstar intuitivt at hviseffekt-tetthets-spektret G,(w) har sterst verdi ved lave frekven-

ser, er den stokastiske prosessen langsomt varierende. Gj\is) er stor ved hgye
frekvenser hax(t) hurtig varierende komponenter. Hwif) bestar av kun et deterministisk
sinussignal, vilG,(w) ha en uendelig hoy effekttetthet@ar er lik sinussignalets frekvens.
Merk her at vi snakker om effeketthet Dentotale effekten i signalet blir i falge (7.2)

P= [ G(wdo (7.3)

w=0

For enkelthets skyld dropper vi ofte “-tetthet-" og sier keffektspektrum. Effektspektra er

sveert viktige ved analyse av dynamiske systemer fra malinger. Siden vi her studeesr bare
prosess,x(t) , snakker vi omwtoeffektspektrum Autoeffektspektret, sammen nkegiss-
effektspektret som vi senere skal definere, gir oss muligheter til & beregne transferfunksjoner
og dynamiske modeller for en prosess (som vi vil fA se i et seinere kapittel). Vi skal na utlede
at et effektspektrum er Fouriertransformen tilden tilsvarende korrelasjonsfuni3gmed

er den informasjon som gis av et effektspektrum for en stokastisk prosess den samme som
man finner via korrelasjonsfunksjonen.

7.2 Sammenhengen mellom autoeffektspektrum og
autokorrelasjon

Vi betrakter den stokastiske prosessgr(t)} . Hvis vi nd ser pa den Fourier-transformerte
til enrealisasjorx (t)i intervallet [-T, T] , benevniX;(w) , og definert som

.
Xp(®) = [x(etotdt (7.4)
-T

bar vi kunne vente aiX{(w) sier noe om innholdet av ulike frekvenskomponenter i
{x(t)} . Siden X(w) er beregnet pa basis evrealisasjon av prosessefix(t)} , Vil
ogsaX,(w) matte betraktes som et utfall av en ny stokastisk prosess, avledet av (7.4).
Hvis vi na definerer

Or(®) = 5= X ()X () (7.5)

blir @;(w) ogsa en ytterligere avledet realisasjon av en stokastisk prosess. Vil sa denne si

oss noe om effekten av de ulike frekvenskomponentene i realisasi¢tjen -T fo< T ?

Vi gnsker egentlig & se p& ensemble-middeleptilw) , alif@; (w)] . Men vi skal farst

vise at tolkningen aw(w) som et effektspektrum er rimelig.
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Midlere effekt (totalt over alle frekvenser) foit) er gitt som

T T 3
% [ ()t = % J’|:%T i XT(w)eJ"*’tdw}x(t)dt -
- B (7.6)

[ee]

(&Y T 0
%Tj %XT(w)L[ X(t)eiwtdt}dw = %‘[J’ %XT(w)XT(—w)dw = %I%(w)dw
e T 4 ;

hvor vi har benyttet (7.5) til slutt. Vi ser her at totaleffekten (i tidsintervgHat, T] ) er lik
integralet av%T ¢@r(w) over alle frekvenser.

Merk: (7.6) er forgvrig identisk med den sékalte Parsevals sats, se leereboka s. 211.
Med andre ord: Det er naturlig a tolkfg‘[acpT(w)Aw som den delen av effekter(tjisom

ligger i frekvensomrédewi%’o (eller om vi matte gnske: ik Aw ). La oss na

definere autoeffektspektret #(t) som ensemble-middelverdien

QP(w) = TIimmE[q)T(w)] (7.7)
For & finne et uttrykk for (7.7) ma vi na farst gjennomfagre forventningsoperasjonen, og
deretter foreta grenseovergangen. Vi ser farsp@) . Vihar fra (7.4) og (7.5)
1 1 T T
= — — = — —j wt jwt
¢r(w) >T X1 (w) X1 (—w) 2_I_J’x(t)e dtJ'x(T)e dt
T -T
. T T (7.8)
= — —jo(t—1)
ZTI J’x(t)x(t)e dt}dr
LT

Vi far sa, nar vi flytter forventningsoperasjonen inn i integranden (jfr. (6.18)):

TT

() = lim E[@(w)] = lim oL o (t—T)e—J‘*’(t—T)dthE (7.9)
¢ T oo (pT S T;I..r;{_ XX 0 '

Integralet ovenfor er et dobbeltintegral over omradet vist i figur 7.2,

For a lgse dobbeltintegralet innfarer vi en koordinat-transformasjon

A=t-1 og O':%('[+T), =t=0+A2091T = 0-A/2 (7.10)
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. A A
o
/ N
. N N T=T Y :
A= 2T N / c=T
N /
N /
N /
N /
N /
N /
v /
N Y o/
N . yad t
_
t=-T / h N V 4
s 7
/
N /
/ 7
4
e V4
v 1w NN
% ;/\ h N
s L, dA \
% 4 b N .
v s/ K
7/ ’ \
g=-T RN A
A=2T
Figur 7.2
Denne transformasjonen innebaerer at vi innfarer etayit -koordinatsystem som er dreiet

45° i forhold til t, T -systemet.

A =t—1 gir o, (A)e i@ iintegralet over, og dette er motivet for transformasjonen. | slike
smale striper med lengdéA) som antydet i figur 7.2, e géA)e i@ = konst.

Folgende regel gjelder for variabelskifte i et dobbeltintegral

ot ot
_ 00 oA

J;\f f(t, T)dtdt = JA'\J' f(t[o, A], [0, A]) n o dod (7.11)
ac oA

Tallverdien av Jacobi-matrisens determinant

| vart tilfelle blir Jacobi-matrisens determinant

1 0.
=-1,09-1 =1 7.12
T o= -togia (7.12)
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Integralet blir da

A=2T  Go(A) A=2T 0o(A)
| = b, (N)e 19N [ Cdod\ = J’ O, (A eI .[ dodA
A=-2T 0,(\) a.(\)
A=2T A=2T
= Oxx(NETMTGA) 0NN = [ by (A)e N (A)dA (7.13)
A=-2T A=-2T
A=2T
= I b, (N) TN 2T —A[)dA
A=-2T

0, 0g g, erlinezre funksjoner av.  som avgrenser det ruter-formede arealet i figur 7.2.

At [o,(N)-0,(A)] = I(A) =2T —|A| , sees av figur 7.2.

(7.9) blir nd
L A=2T
= i = — | = —j GOA
P} = Jim Eler(w)] = fim 531 = Jim g—A [ duMe@T -
= 2T
A= [ﬁ‘ =T \ (714)
= I ¢XX(}\)e_j°’)‘d7\— lim O | |¢ (}\)e—Jw)\d)\D
A= Tl u
Hvis na

A=
[ N OuM)etha <o, (7.15)

. Dette vil veere oppfylt for alle

sa vil det siste integralet i (7.14) g& mot null Aar «
stokastiske prosesser som ikke inneholder reine periodiske komponenter, og som har nul

middelverdi. Vi far dermed:
TIimooE[(pT(w)] = @ (w) = J'(I)XX(T)e_ijdT (7.16)

Det betyr at ¢,,(T) 0og @,,(w) er Fouriertransform-par
Vi har innfart indeks xx i autceffektspektret for a skille det flayssffektspektret, som vi

kommer til seinere i dette kapitlet.
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Begge disse representasjonene - tidsplanbeskrivelsen gt} 4v) og frekvensplanbeskri-
velsen gitt ave, . (w) - inneholder akkurat like mye informasjon om prosessen.

(De er ekvivalente pa samme mate som et lineaert system kan representeres pa to likeverdige
mater: Ved frekvensresponséh(w) eller ved impulsrespohégn ).

Hvis betingelsen (7.15) ikke er oppfylt, dvs. prosessen inneholder periodiske komponenter,
og/eller har middelverdi forskjellig fra null (som forgvrig kan tolkes som en periodisk kom-
ponent med frekvens = null), vil autokorrelasjonsfunksjonen inneholde cos-funksjoner, som

vist i kapittel 6, avsnitt 6.3.2. Det kan vises at hvis man tillater deltafunksjopg i) , Sa

vil ¢,,(t)og @, (w) ogsad i dette grensetilfellet veere Fouriertransform-par. Figur 7.3 gir
eksempler pa noen par av autokorrelasjonsfunksjoner og autoeffektspektra.

La oss na kommenterg, . (w)  0og noen av dens egenskaper:

1. @ (w) erreell og symmetrisk. Dvs. ag, . (w) = @,,(—w) . Detserviav
Py (W) = Id)XX(T)e‘j‘*’TdT = J'(I)XX(T)COS((,OT)dT—jJ'¢XX(T)Sin((DT)dT (7.17)

Leddet med sinus faller bort, dia (1) er symmetriskom 0

2. @ (w)=0 . Dette falger av (7.5) og utledningen videre.

Eller av fglgende enkle betraktning: Effekten kan ikke veere negativ i noe
frekvensomrade!

3. Totaleffekten i signalet er gitt ag(x?) = ¢,,(0) ; jfr. (6.52).
Men vi har (invers Fouriertransformasjon) at

(&9 (o9

1 i 1
P=¢,(0) = E{I(pxx(w)elwodoo = ;J(pxx(w)doo (7.18)
—00 0
Forenklinga med nedre integrasjonsgrense = 0 far vi fpgdiw) er en like funksjon.

@, (w) angir hvordan signaleffekterx(t) er spredt i de ulike frekvensomradene, og
totaleffekten blir flateinnholdet under denne kurven multiplisert téx

4. Effekten i et frekvensintervatb O [w,, w,]  vil veere gitt &Y, _w,

w,

1
Pwl—wz = .’_-[J- (pxx(w)dw (7.19)

Wy
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0 x(D)
1
T
1
= T
1 e T coswgt
~ 7\ /\ \ e

3(t)

1

A

A Cosw,T

SV

Figur 7.3 Noen autoeffektspektrum/autokorrelasjons-par.

VAN
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O ()

2a
a2+ w?

4si(wT/2)
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1/a

2i/T

2115(w)

TIO(W + W)

TIO(W — W)
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5. Sammenhengen mello@, (w) definert i (7.2) @g(w) blir

G,(@) = 10,,(®) (7.20)

6. Dersonx(t) inneholder periodiske komponenter med frekvensane  @yilw) ha
impulser (linjer) ved frekvensene, ). Det har den fysiske tolkningen av effekttetthe-
ten er uendelig for disse diskrete frekvensene.

7.3 Krysseffektspektrum og krysskorrelasjon

Vi har sett at effektspektret til en prosess kan finnes ved a Fourier-transformere autokorrela-
sjonsfunksjonen til den stokastiske prosessen. Begrkpesseffektspektrum for to

stokastiske prosessgrx(t)} ogy (1)} fremkommer helt analogt som den Fourier-trans-
formerte til krysskorrelasjonsfunksjonen. Siden krysskorrelasjonsfunksjonen i motsetning til
autokorrelasjonsfunksjonen generelt ikke er en like funksjon i  (ikke symmetrisk i ), er

krysseffektspektret generelt en kompleks funksjowav . Vi har

QW) = _Iq)Xy(T)e—J'wrdT = _J’¢Xy(t)cos(mT)dT—j_I¢Xy(r)sin(ooT)dT (7.21)

ny( (A))—J Qxy( (.O)

ny(w) kallescospektrettil x(t) ogy(t), mensQXy(oo) kalle&vadraturspektret.

Hvis vi gnsker a tolkeC, (w)  0gQ,(w) ut fra frekvensbetraktninger, kan cospektret
tolkes som det midlere produkt &ft) ogy(t) i et smalt frekvensband. Dvs.

T

1 B 0
Xy(oo) ALI)m O|:A Erllinm_l_‘l’x(t w, W+ Aw)y(t, w, m+Aw)dt§ (7.22)

hvor x(t, w, w+ Aw) er utgangen fra et bandpassfilter med passbana fraw +tfhw .
(Vihar 1/1 i (7.22) - ikkel/(2m) - fordiCXy(w) er definert slik at det har verdi bade for
positive og negative frekvenser). Tilsvarende far vi

Aw -

T
Qxy(oo) = lim [A Erllm _I_Ix(t w, W+ Aw)y°(t, w, w+Aw)dt§ (7.23)

hvory° er liky med90° faseforsinkelse.
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En annen mate a uttrykke et krysseffektspektrum pa er

Py (@) = | @ ()] €79 (7.24)
hvor
@ (@)] = /Co(w) + Q) (7.25)
Oy (w) = atar%i%% (7.26)
Xy

| dette tilfellet kan Dcpxy(oo) tolkes som faseforsinkelsen for den delgnsam er korrelert
medx i forhold til x, og for den gitte frekvensen. Et eksempel pa et forlai@y(w)| og

D(pxy(m) er vist i figur 7.4. Forlgpene minner sterkt om frekvensresponsen til en transfer-
funksjon, noe vi vil komme tilbake til i kapittel 8 og 9.

Figur 7.4

Vi skal se litt pa ulike egenskaper fqrg(y(co) . Det kan vises at

Py ()] 2 S By )Py () (7.27)

Med basis i (7.27) defineré®herensfunksjonen

|y ()2
P W) Py (@)

y2,(w) = (7.28)
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Det framgér av (7.27) og (7.28) at vi alltid hef, (jw)<1 . HyJ er null ved en gitt

frekvens, siex ogy & vaereinkoherente ved denne frekvensen. Med andre ork gy
ukorrelerte ved denne frekvensen. Hxiegy er statistisk uavhengige, er disse inkoherente

for alle frekvenser. Hvisr./)%y = 1 , siesogy a veerekomplett koherente. Dette gjelder
f.eks. for det tilfellet hvor y(s) = H(s)x(s) , o#i(s)er linezer.

To andre viktige egenskaper vep;jy(w) er gitt av

Pry(W) = @y (-w) (7.29)
09

(pxy(oo) = (p;x(oo) (* betyr her “kompleks konjugert”) (7.30)
Dette faglger fra definisjonen (7.21) og sammenhengbe(y(T) = q)yx(—T)

Vi skal na se pa etksempel pa krysseffektspektrum

La oss betrakte telegrafsignalet fra kapittel 6, avsnitt 6.3.4. Dette hadde autokorrelasjonsfunk-
sjonen (6.69)

0 (T) = c2e 2 (7.31)

Autoeffektspektret er gitt av den Fourier-transformerteptjl(t) som kan finnes ved hjelp
av figur 7.3, gverst:

4C2\
4AN2 + 0?

Py (W) = (7.32)

Som vi ser e, reell og symmetrisk am= 0 . Anta sa at vi dary(¢y = x(t—T) ,

dvs. utgangssignalet er en tidsforsinket versjon av inngangssignalet. Vi gnsker & finne
@yy(w) . Fra (6.58) har vi

¢xy(T) = ¢xx(T_T) (733)
Fra definisjonen a\Lpr(w) og (7.33) far vi

(o]

0y(©) = [ dy(T—T)e v (7.34)
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Setterc = 1-T og far

00

4¢c2)\

Q) = J’ b,,(0)e7199do [BI0T = 4)\2+w2e—le (7.35)
Vi ser at (pxy(oo) ikke lenger er rent reell. Vi har
Py(®) = @y (w)cos(wT) + j@, (w)sin(wT) (7.36)

slik at ny(oo) = @, (w)coswT og Qxy(oo) = @ (W) sin T .

D(pxy(oo) er gitt avD(pr(oo) = wTl .

7.4 Hvit stay

Av alle typer stokastiske prosesser er det én som spiller en dominerende rolle, nemlig det vi
kaller hvit stgy. Denne stokastiske prosessen er egentlig bare et matematisk begrep, fordi der
aldri helt ut kan realiseres i praksis. Blant annet har hvit stgy uendelig stor effekt. Likevel vil
hvit stgy ofte benyttes for modellering av prosesser sibmeermetkan betraktes som
hvitstgyprosesser.

En hvitstgy-prosess er karakterisert ved at verdien av den vax@hle ved tidspunktet

er ukorrelert med verdiex(t,) velle andretidspunkter t,#t; . Av dette forstar vi at
hvitstgy-prosessen varierer meget hurtig. | motsatt fall ville vi fatt korrelasjon med{oh

0g X(t,) . Autokorrelasjonsfunksjonen for hvit stay er nullfprt, # 0

For & behandle egenskapene til hvitstgy-prosessen, skal vi farst betrakte en tilnaermet hvit
stgy-prosess og foreta en grenseovergang til det eksakte tilfelle.

La {x,(t)} veere den kontinuerlige prosess definert ved at

XA(t) = x[K], kKAst<s(k+1)A , (7.37)
og hvor
E(XLK]) = U
00, k#l (7.38)

E(XCKIXTIT)

EQo’k:|

Q, = Q/A (7.39)
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Q er en konstant ogs  er et tidsinkremerj(t) er konstant over tidsinkrenfentet . En
realisasjon aw,(t) ervistifigur 7.5.

Xa(®)

4r-
2 Vifr |
— Ll
0 y2 L1
_2k T I
_4 L L L L L L L L J
0 0.5 1 15 2 2.5 3 3.5 4 4.5
Figur 7.5

Vi gnsker a la intervallen ga mot null og observere effekten av dette. Av (7.39) ser vi
umiddelbart at slikQ, er valgt, vil variansen ga mot uendelighhér O . Dette val@gj av

vil bli rettferdiggjort under. Vi gnsker a finne autokorrelasjonsfunksjonen til prosessen. Na er
¢, avhengig av hvor i intervallene av lengdle  den er beregnet. Med andre ord er denne

prosessen ikke stasjoneer.

Figur 7.6 illustrerer dette.

XA(t)

3 ¢xx(T! y]_) 3 ¢x)&.[! yl)
Qor Areal =Q
2 2 Yo
1t yl 1t
9. 5 2 2.5 ?. 5 2 2.5
A
Figur 7.6

¢, blir en funksjon av tidsforskyvningen og parameteyen , som er definert i figur 7.5 og
7.6. Med utgangspunkt i (7.38) og (7.39) har vi da umiddelbart at

Q/A —y<1<A-y

Pux(TY) = (7.40)

0, ellers

I o o
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Nar vi lar A - 0, vil begge autokorrelasjonsfunksjoner, uavhengigyav , bli smalere og
hayere og i grensen ga mot en Dirac-puls (deltafunksjon), og dermed ogsa bli identiske.
Prosessen er altsa blitt stasjonzer, dens statistiske egenskaper er de samme over alt lan

tidsaksen. Arealet unded, (1) &fordi dette arealet er konstant nar grenseovergangen
gjennomfares.
Denne prosessen er en kontinuerlig hvit stay.

Vi kan derfor oppsummere: En kontinuerlig hvitstay-prosess har en autokorrelasjonsfunksjon
¢ (1) = Q 3(T) (7.41)

Q er en konstant o@(t) er en deltafunksjon. HYis 1, kalles hvitstayprosessen i tillegg
rudimenteer.

Ved a Fouriertransformere (7.41) far vi at effektspektret til en kontinuerlig hvitstgy-prosess
blir

Py (W) = J'(I)XX(T)e‘j"’TdT = J’Q d(t)eiotdr = QJ’6(T)dT =Q (742

Herav ser vi berettigelsen av begrepet “hvit” stgy: Hvit stgy inneholder alle frekvenskompo-

nenter med samme intensitet. Akkurat som hvitt lys kan brukes til & generere alle farger i
spektret, kan vi modellere eller generere andre stgyprosesser med vilkarlig spektrum ved ¢
sende hvit stay inn pa et linecert filter. Dette er hovedarsaken til at hvit stay er et sa viktig
begrep. (7.42) bekrefter ogsa at hvit stay har uendelig effekt, da flateinnholdet under

@, (W) = Q = konst., blireo .

7.4.1 Integralet av hvit stagy

Vi skal se pa en stokastisk prosgé3 som er lik integralet av hvit stay. Den hvite stgyen er
v(t), gitt ved E[v(t)] =0 og ¢,,(1) = Qd(t) . Vi sgker middelverdi og varians for

utgangery(t):

t t

E[y(1)] = E{Iv(a)da} = J’E[V(O()]da =0 (7.43)
0 0

t t tt

E{{v(a)da{v([&)dﬁ} = E{I{v(a)v(B)dBda}

0

E[y*(1)]
(7.44)

t -t t
I{[Q 5([3—01)0'[3}0'0 = Ql1]da = Qt
0

0-0
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Denne spesielle prosessen kalles en Wiener-prosess eller en Brownsk prosess. Som vi ser,
gker variansen tily(t) linesert med tiden.{y(t)} er derfor ikke en stasjonaer prosess i
motsetning til en hvitstay-prosess. Noen ulike realisasjongftper vist i figur 7.7.

05 T T T T T T T

Figur 7.7 Noen realisasjoner av Wiener-proses§g(i)}

7.4.2 Rullebevegelsen for skip - bruk av stagy i modellering

Som et eksempel pa en stasjonaer stokastisk prosess kan en tenke seg rullebevegelsen for et
sjggdende fartgy under stasjoneere veerbetingelser. Man kan tenke seg en slik bevegelse
modellert ved en dempet harmonisk oscillator eksitert av stay, i dette tilfelle bglger. Dette er
selvsagt ingen eksakt beskrivelse, men gir for mange forhold en god nok beskrivelse. Model-
len far fglgende form

X1 = %

- 2 (7.45)

hvor x, er rullvinkel,x, rullhastighet; er dempningskoeffisientp, er egenfrekvensen for
rullbevegelsen og er stasjoneer st@gy (ikke hvit, spektret er ikke flatt, men avtar ved lave og
hgye frekvenser). En simulert realisasjon av prosessens variable er vist i figur 7.8 for
c = 0.15 0g wy = 0.5. Disse prosessene kan betraktes som stokastisk stasjoneere fordi de

statistiske parametrene for og dermed forx; o, , er tilnaermet konstante i tid, sett i
forhold til den relativt hurtige dynamikken til fartgyet. Hvis imidlertid veerforholdene endrer
seg raskt, vil de statistiske parametrenevfendre seg og prosessene ma betraktes som ikke-
stasjoneere.

Dette eksemplet kan ses & som en innledning til kapittel 8 hvor vi skal ta for oss hvordan
stokastiske prosesser pavirker dynamiske systemer og hvordan sammenhengen er mellom
ulike variable i dynamiske systemer som er eksitert av stokastiske prosesser.
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Rullvinkel (grader)

Vinkelhastighet (grader/sekund)

| |
50 100 150 200 250 300
Tid (sekunder)

T T T T T

| | | |
50 100 150 200 250 300
Tid (sekunder)

Figur 7.8 Simulerte realisasjoner av rull og rullhastighet.
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Kapittel 8:  Stokastiske prosesser i lineaere dynamiske
systemer

Vi skal i dette kapittelet analysere forholdene i et lineaert, monovariabelt dynamisk system
som pavirkes av stasjoneere stokastiske prosesser.

8.1 Grunnleggende sammenhenger

Vi skal farst betrakte det forholdet at vi har et veldefinert og malbart padfgsom eneste
eksitasjon til det linesere dynamiske systemet med frekvensrespdh&ain svarende til
impulsresponseh (t).

Vi antar atu (t) er en realisasjon av den stokastiske prosedagt)} . Utgangen fra syste-
met ery (t). Vi har foldingsintegralet

y(t) = J’h(t—T)u(T)dT : alternativt  y(t) = Ih(T)u(t—T)dT (8.1)

—00

@vre integrasjonsgrense i venstre uttrykk kan alltid settes lik , ogsa for kausale systemer

(som blir et spesialtilfelle). Dette kan gjgres fotujt— 1) er nulltfert <0 for kausale
systemer. Et tilsvarende resonnement gjelder for hgyre uttrykk.

Autokorrelasjonsfunksjonerd , (1)  til (t) er kjent. Vi skal nd beregne autokorrelasjons-
funksjonen tily (t),  ¢,,(t) = E[y()y(t+T)] = E[Y()y(t—T1)]

Vi bruker hgyre del av (8.1) og finner fgrst

y(Qy(t-1) = [h(oju(t—a)da [ h(B)u(t—1-p)d3 (8.2)

Dette kan gjgres om til et dobbeltintegral:

00 00

y(@y(t-1) = [ [h(c)h(B)u(t—aju(t—1-p)do dp (8.3)

Hvis vi na tar forventningsverdi pa begge sider, far vi

00 00

¢y,(1) = E[y(Qy(t-1)] = [ [ h(a)h(B)¢,(T—a +P)da dB (8.4)

—00 —00
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Vi ser hermed at autokorrelasjonsfunksjoney kbin beregnes fra (8.4) nar autokorrelasjons-
funksjonen tilu og impulsresponsen fratil y er kjent.

Na skal vi vise at det er langt lettere & gjennomfgre denne beregninga i frekvensplanet, dvs.
ved hjelp av autoeffektspektret tilog transferfunksjonerH (w) . Vi Fouriertransformerer
(8.4), og far:

= h h — —j T ]
@y (w) _‘[OE’[O_‘[O (a)h(B) (T —oa +B)da dB%e dt (8.5)
(8.5) kan skrives
@,y () = I I Ih(a)h(B)q)uu(T—a + B)eiwtgiwag-jwagioBe-iwBda dRdt
o ) N (8.6)
. - O . [
= Ih(a)e—lwﬂj’h(B)eJ‘*’BD ¢ u(T—a +B)e—lw(f—“+ﬁ)dt%d[3 da
som jo er det samme som
(pyy(w) = H(w)H(_w)(puu(w) (87)
Dette kan alternativt skrives
Py (@) = [H(w)]2¢,(w) (8.8)
Vi kan tilsvarende finne fglgende relasjon mellapy (1) og krysskorrelasjonsfunksjonen
duy(T) :
Ouy(1) = [h()¢, (T-a)dar = h(T)* ¢y, (T) (8.9)
som i frekvensplanet blir
Quy(w) = H(w)p,(w) (8.10)

Et interessant spesialtilfelle av (8.10) er odt) er rudimenteer hvitstaygp,,(w) = 1 . Da
blir (puy(w) = H(w) , dvs. krysseffektspekteret blir lik frekvensresponsen. Dette er tilfellet

med krysseffektspekret vist i figur 7.4. | dette tilfellet blir sjglsagt oq;gé(T) = h(t)
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N& til sammenhengene (8.7), (8.8) er sveert viktige og nyttige relasjoner. Hvis vi f.eks.
betrakter reguleringssystemet i figur 8.1, kan vi kvantitativt beregne systemets stgyreduser-
ende egenskaper.

v(t)
r(t) u(t) i y(1)
He —=O—»=] H»

Figur 8.1 Reguleringssystem med forstyrrei$g.

Vi antar at (t) er et ergodisk signal med null middelverdi. Da er effekten (i) yned
reguleringen utkoplet gitt av variansen

T 0 0
oy = Jim % L yA(t)dt = ¢,,(0) = %%’ @, (w)dw = %L!|Hp(w)|2(pw(w)dw (8.11)

Med regulatoren innkoplet, far vi

02y = %J|H ()N (60)|2@,,(w)do (8.12)
0

der

1

N(©) = 13 HR(@)H (®)

(8.13)

erreguleringsgradentil systemet; dette begrepet er kjent fra grunnkurs i reguleringsteknikk.

Forbedringen, eller degffektive reguleringsgradenkan defineres som
Ner = Oyr/ 0y (8.14)

Vi ser at for & oppna en effektiv motvirkning av stgyen ma de energirike delene av spektret
@, (w) falle utenfor den delen av spektret hvd(w) har verdier stgrre eller Hig 1. ma
velges slik at det lukkede system far stgrre bandbredde enn hgyeste frekveqs, tospr e

signifikant starre enn 0. Vi skal komme tilbake til dette senere hvor vi skal se pa metoder for
bl.a. & minimalisere 7y
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Fra likning (8.7) ser vi at vi faktisk kan generere en stokastisk prosess med et vilkarlig
spektrum ved a la hvit stay passere et dynamisk system med en passende transferfunksjon. Vi
lar v (t) veere rudimentaer hvit stgy med autokorrelasjonsfunksjonen

$,,(1) = 8(1) og effektspektretp,,(w) = 1 (8.15)

Et dynamisk system med transferfunksjohy(w) som patrykkes denne stgyen far et
utgangssignal med effektspektrum gitt av

O (W) = He(w)He (W)@, (w) = Hp(w)He(-w) (8.16)
med andre ord kan en stokastisk pros¢sgt)} med autoeffektspedpiriim) tolkes
som hvit stay som er filtrert gjennom en transferfunksjop(w) . Dette er den sakalte

spektralfaktoriseringssatsensom sier at et vilkarlig spektrum kan faktoriseres i to kompleks
konjugerte deler. Det betyr igjen at man for system som er eksitert av en vilkarlig stayprosess
kan trekke transferfunksjonen for dette tenkte filteret inn i systemmodellen og la det nye
systemet man da far, vaere eksitert av hvit stay. Se figur 8.2 .

ikke-hvit hvit
stay  X(t) y(t) stay v(t) x(t) y(1)
— ] Hp — = —»| He —>»{ Hp
\Fip
Figur 8.2

Spektralfaktoriseringssatsen gir oss en enorm fordel: Uansett hva slags spektrum den virke-
lige stokastiske prosesgy(t)} har, kan dette omformes til en ekvivalent modell hvor

{y(t)} eretsystem av noe hgyere orden (i figur 51,2: ) er eksitert av hvit stgy.
Vi trenger m.a.o. bare a utvikle reguleringsalgoritmer
for systemer som er eksitert lawvit stay.

Vi skal na se pa en hyppig forekommende stokastisk prosess som kan betraktes som generert
av hvit stgy. Hvis vi antaH (w) = K/(1+ jwT) , altsa et 1.ordens lavpassfilter med tids-
konstant T, og sender rudimentaer hvit stay inn pa dette, far vi

_ K K _ K2
WD) = T5aT TojoT L (8.17)

L
QFD

hvorw, = 1/T er filterets bandbredde. Vi kaller gjemg) for lavpassfiltrert hvit stay.
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Totaleffekten iy (t) blir

[ee]

” 2 © K2
E[V(D] = 6,(0) = Z[@(@)dw = 1f KDm Sdo = Kapatan?| = 52 (8.18)
0 01+ o, Olo

Vi ser at utgangseffekten er proporsjonal med bandbredgen  wiN&r co y (Dlirvit
0g (8.18) bekrefter det vi visste - at effekten i hvit stgy er uendelig.

Autokorrelasjonsfunksjonen finnes ved invers Fourier-transformasjon. Her kan du omgjgre
H(w) til en transferfunksjonH(s) og bruke residueregning (se kapittel 1). Du ma da ta
hensyn til atq)yy(r) er et tosidig signal. Sideh},y(t) er en like funksjon, kan du likevel

ngye deg med a finng,,(t)  far>0 . Vifar

K2y
= 0wyt
(I)yy(l') = e (8.19)

Nar wy — o, gé’lrcbyy(T) motK 25(1) 1, fordi arealet under (8.19) er invarian2

Vi merker oss forgvrig at (8.19) har prinsipielt samme forlgp som autokorrelasjonen til
telegrafsignalet, jfr. avsnitt 6.3.4 i kapittel 6. M.h.p. middelverdi, varians, korrelasjon og
effektspektrum, vil derfor et linesert system som eksiteres enten av et telegrafsignal eller
lavpassfiltrert hvit stay, oppfare seg likedan.

De sveert viktige spektrale relasjonene som vi har kommet frem til har to hovedanvendelser:

1. For det farste design og analyse av reguleringssystemer hvor transferfunksjonene,
eller systemet vi skal regulere, er kjent. Vi kan dermed beregne varians og spektral for-
deling av ulike signaler og benytte dette til & finne egnede regulatorstrukturer og
parametre i disse.

2. Vi kan dessuten benytte disse relasjonene til a finne et systems transferfunksjon
(modell av systemet), i det vi fra likning (8.10) ser at hvis vi beregner anslqlgyfor
og @ , utframaleserier au(t) og(t) ,kan etanslag foe¢ematav )H bereg-
nes fra formelen

Puy()

() = (@

(8.20)

Vi skal i senere kapitler g4 naermere innredulatordesign-problemeti punkt 1. Vi skal i

det fglgende se pa problemet i punkt 2, & finne et systems systemtransferfunksjon mer elle
mindre direkte fra likning (8.20). Vi kan kalle dettesgstemidentifikasjonsproblem eller et
estimeringgroblem.

1. Denne eksponensielt formede symmetriske funksjonen gir faktisk en alternativ mate & definere
deltafunksjonen pa, i stedet for & definere den som grensetilfellet av en smal og hay firkantpuls.
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8.2 Estimering av transferfunksjoner i systemer som er utsatt
for stay

8.2.1 Padragsstgy, prosess-stgy

Anta gitt systemet i figur 8.3. Vi ser at vi i tillegg til det kjente inngangssigodtebgsa har

et ikke malbart stgysignal(t) som eksiterer prosessen. Vi kan for eksempel tenke oss en
kiemisk prosess som mates med et padrag i form av finknust materiale av ett eller annet slag.
u (t) representerer da det gnskede padraget som vi setter ut til mateorganet(threpse-
senterer tilfeldige variasjoner i matemekanismen.

s(1)
u(t) l y(t)
—=Q—> H |-

Figur 8.3 System med @nsket padudt) pluss stays (t).
Det egentlige padraget er da(t) = u(t) + s(t) . Foldingsintegralet gir oss

00

y(t) = Ih(a)[s(t—a)+u(t—a)]da (8.21)

hvor h(a) er impulsresponsen. Videre

¢uy(r) E[u(dy(t+T1)] = EEI u(t)h(u)[s(t+r—0()+u(t+r—a)]da§

(8.22)

[ (@) (T—0) + oy (T—a)]da = h(T)*[§,(T) + ¢, (T)]

| frekvensplanet blir dette
Quy(w) = H(w)[@,,(w) + @ (w)] (8.23)

Vi far derfor ved bruk av formelen (8.20)

(8.24)

A(w) = H(@)[1+ (pus(w)}

@yu(w)

hvor n& H(w) er et estimat av (et anslag fot)w)
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Vi ser at estimatet blir korrekt hvis s (t) og u (t) er ukorrelerte.

Den tidligere definerte koherensfunksjonen blir (det er underforstatt at forskjellige starrelser
alle er funksjoner aw , men dette utelates for enkelhets skyld):

2 = |(puy|2 — (puy(pay — |H|2((puu+(pus)((puu+(psu)

y (8.25)
Y eulyy  Puubyy PuuPyy
(hvor vi har benyttet (8.23) og at, = ¢, ). Uttrykket kan igjen omformes til
I St L G 6.26)
v PuPyy
Na er(pyy = |H2| P - Sidenpxx = Qs Quut sy T Pys blir
@y = IHI2(Oss+ @y + @5, + @9 - Vi benytter dette, og far
H|2 -
V2, = 1_| |2(@,,Pss— PusPsu) ©.27)
PuuPyy

Vi s8 av (8.24) at estimatet (w) kun er korrekt rs/f er ukorrelert medi (t).
Da ser vi at koherensfunksjonen blir lik 1 minus signal/stgy-forholdet mellom virkningen av
pa utgangery. Det kan enkelt vises (gjor det!) at hwdser fullstendig gitt avu ved en

transferfunksjonG,(w) , s& vilygy = 1. Dette illustrerer det faktum at koherensfunksjonen
gir et mal for i hvor stor grad utgangssignalet er linezert avhengig av innsignalet.

8.2.2 Malestay

m(t)
u(t) i y(1)
—| H - =0—

Figur 8.4 Prosess med malestay

La oss na i stedet anta at vi har malestgy pa utgangen som vist i figur 8.4.
Vi har at

[oe]

Y() = [ h(a)u(t—a)da +m(y (8.28)
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Dermed blir krysseffektspektret mellamogy
Quy(®) = H(w)@, (W) + @yp(w) (8.29)

EstimatetH (w) avH(w) etter likning (8.17) blir da

~ Pyl W)
H(w) = H(w) + 8.30
(@) = H(w) + i (8.30)
Koherensfunksjonen blir
iy — 1_((puu(pmm_(pum(pmu) (8.31)
PuuByy

Vi ser igjen atH (w) gir et korrekt estimat a¥(w) hvis stgyen er ukorrelert med padraget.

Koherensfunksjonens betydning kan generelt sammenfattes slilkkall systemets inngang
X 0g utgangely. Hvis y)%y <1, gjelder en eller flere av tre mulige situasjoner:

a. Det er stgy pa malingene.
b. Det er stay i inngangssignaigft) i tillegg til padraget (det styrte signal).
c. Systemet som gyr(t) som funksjon ax (t) er ikke lineaert.

8.2.3 Stay i tilbakekoplede systemer

Anta at vi har et reguleringssystem som vist i figur 8.5.

s(1) m(1)
r(t) u(t) i i y(t)
He —=O—| H }|——=O

Figur 8.5 Reguleringssystem med forstyrrelser.

Vi sgker prosessens transferfunksjei{ w) , som er ukjent. ReferanserDer , men syste-
met er eksitert av stgykildersgt) og m (t), og vi har pa basis av maleserierwaft) ogy (t)
beregnet estimater ag,, ,(w) a%y(w)
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Vi sgker prosessens transferfunksjon som (jfr. (8.20)):

Puy
(pUU

H = (8.32)

Vi skal imidlertid vise at dette ikke gar for det gitte system. Vi har reguleringsgraden

1

og kan da omforme systemet som vist i figur 8.6.
€Y (b)
s(1)
—1 H m(t) m(?t)
® y(t) u(t)
u(t t S(t
»] Hy | H .y_()D —>()H N |»-Hg}F—
I - 1|<—
Figur 8.6
Ved hjelp av figur 8.6 b og likn. (8.10) far @j,, = (p;u = -H ’F}(pyy
Videre har vi atp,, = |-H R|2(pyy = HRH;(pyy (se (8.7) og (8.8)). Da blir
(pUy 1
— = — (8.34)
(puu HR

Vi har fatt et helt uakseptabelt resultat, estimatetiar lik den negative inverse regulator-
funksjonen. Dette skylddsusaliteten (arsak/virkning) i systemet: Som det framgar av figur

8.6 b, erq,, eller riktigerer,oyu , avhengig B\,  og ikKkelntuitivt kan vi si at staykildene
eksitereru viay, og ikkey via u.

Generelt ma man alltid vaere arvaken nar man forsgker a estimere en transferfunksjon i er
lukket slgyfe. En mate & unnga vanskelighetene pa er & eksitere systemet ved a varier

referansen slik at systemet hovedsakelig eksiteres fra referanseendringene ognikigdra
DaHg, er kjent, kai finnes, siderd inngar i

b - _HeH
Y 1+HgH

(8.35)

Vi ma da ferst ha funnet et estimatidy, , via sammenhepgen H, @,
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8.3 Diskrete stokastiske prosesser og diskrete systemer

En diskret stokastisk prosess kan veere fremkommet ved sampling av en kontinuerlig stokas-
tisk prosess. Dette er ofte i praksis hvor en regulator eller et styresystem kan veere digitalt
realisert, mens prosessen i seg selv er kontinuerlig. Alle de grunnleggende statistiske begre-
pene og definisjonene av ulike egenskaper ved stokastiske prosesser gjelder ogsa for diskrete
prosesser. Dette gjelder begreper som middelverdi, korrelasjonsfunksjoner og ergodisitet. Pa
samme mate som vi kan bruke Fourier- og Laplacetransformasjonen nar vi studerer korrela-
sjon/effektspektrum for kontinuerlige prosesser, sa kan vi anvende diskret Fourier- og z-
transformasjon pa diskrete stokastiske prosesser og deres korrelasjonsfunksjoner/effektspek-
tra. Nar det gjelder effektspektra far vi periodisitet, noe vi burde kunne forvente fra det vi vet
om teorien for diskrete signaler og systemer.

8.3.1 Diskret prosess, korrelasjon, effektspektrum

Figur 8.7 viser en realisasjon av en diskret stokastisk profselds }

X[ K]

:ITT‘IT I{ e

2 ! ! k
5 0 5 10
Figur 8.7
For diskrete stokastiske prosesdex| K]} od K]} har vi
N
[Nl = E(XKIx[k+n]) = NIim % Z X[K]X[k+ n] (8.36)
RREY
1 N
by [n] = E(Ky[k+n]) = NIim N Z X[K]y[k+ n] (8.37)
R

Tidsmidlingen til hgyre i (8.36) og (8.37) gjelder bare nar prosessene er ergodiske.

Nar det gjelder overganger fra korrelasjonsfunksjoner til effektspektra, gjelder diskret Fou-
rier- og z-transformasjon, og vi kan umiddelbart sette opp sammenhengene:
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Autokorrelasjon:

1 :
b, [Nn] = Eﬁf @, (Q)el2"dQ (8.38)
2n
Effektspektrum:
P(Q) = 5 Oy [n]eion (8.39)
n = —oo

Krysskorrelasjon:

1 :
by, In] = E‘J (pxy(Q)eJQ”dQ (8.40)
2n
Krysseffektspektrum:
By(Q) = Ty nleion (8.41)
n = —oo

Vi har videre de sveert viktige ligningene for forholdene mellom inngang og utgang for et
system som utsettes for et stokastisk signal

94(Q) = H(Q)9,(Q) (8.42)

9y(Q) = HQH(-Q)9(Q) = H(Q)H(Q)9(Q) = [H(Q)I20,(Q) (8.43)
De svarer til ligningene (8.10) og (8.7)/(8.8) for kontinuerlige stokastiske signaler.

Vi har videre

> Ouln—KhK = ¢,,[n]*h[n] (8.44)

kK =—o

0,,N]

S S hikh[id,dn+k=1] (8.45)

k=-00 | =—0

d,,Ln]

som svarer til henholdsvis (8.9) og (8.4). Integrasjon er erstattet av summasjon.
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8.3.2 Diskret hvit stgy

Vi definerer erdiskret hvit stgy-prosess ved

%bD,n:O

onInl = O (8.46)
00, n#0

Dette innebeerer atE(v[n]) = 0 og effekten E(v?[n]) = ¢,,[0] = Qp . Effekten
blir altsa ikke lenger uendelig, slik som ved kontinuerlig hvit stgy.

Vi kan na finne effektspektret til diskret hvit stay ved & diskret-Fourier-transformere (8.46),
dvs. vi bruker (8.39).

A(Q) = Y by Inlen = ¢, [0l = Qp (8.47)

n=—oo

Som forventet far diskret hvit stgy et konstant autoeffektspektrum.

Vi kan na kontrollere at effekten i et diskret hvit stgy-signal blir det vi skulle forvente (jfr.
(8.38)):

0,,[0] = %1 [ an(Q)ei20d0 = %1 [ Qo = Qp (8.48)
21 21

8.3.3 Diskretisering nar kontinuerlig hvit stgy pavirker et kontinuerlig
lineaert system

Vi skal se pa hvordan vi ma velge varians for en diskret hvitstay-prosess, nar det kreves at
denne prosessen skal ha samme virkning pa et diskretisert kontinuerlig system som det en gitt
kontinuerlig hvitstgy-prosess har pa det samme kontinuerlige system. Problemstillingen er
skissert i figur 8.8:

Gitt en kontinuerlig hvitstay-prosesgt), med E[v(t)] = 0 og ¢,,(t) = Qd(t) . Denne

prosessen pavirker systemet slik som vist i figur 8.8 a. Det kontinuerlig systemet er definert
ved impulsresponsdm(t). Systemet diskretiseres og er da gitt ved sin diskrete impulsrespons

h[ K] . Vi ser umiddelbart at E(y[K]) = E(y(t)) =0

Vi gnsker nd & bestemn@,  slik &fk] definert i (8.46) far samme virkning pa det
diskretiserte systemet gitt vet[k] , sorft) har pa det kontinuerlige systemet gittraft).

Dette betyr & sgrge for at variansen pa utgangen blir den samme, da er oppgaven Igst.
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Figur 8.8

For & lgse problemet ma vi farst se pa sammenhengen me{lfm h[kpg : Et monovaria-
belt lineaert kontinuerlig system har altsd impulsrespohg®nVed tastetidspunktene far vi
utgangsverdieney(t) = h(kT) , dérer tasteintervallet o§ angir diskret i1, 2 ...

merk at vi her snakker om dekontinuerlige impulsreponsen, men dens verdier ved
tastetidspunktene.

Hva blir s sammenhengen mellom digskreteimpulsresponsem[k]  og den kontinuerlige
h(t) ved tastetidspunktene= 0O, T, 2T, ...,KkT...? Vi skal ngye oss med en tilnsermet
betraktning, vi betrakter situasjonen for “smB”dvs. T « 1/ |)\i| , derA; representerer det
lineaere systemets raskeste modus. Vi har med andre ord “hurtig” tasting.

Hvis vi na sender inn en diskret puls med amplitbflepa inngangen til systemet[ K] [

figur 8.8 (b), vil holdeelementet holde denne amplitud@ntidsenheter. Med andre ord vil
holdeelementet utsette det kontinuerlige systemet for et inngangssignal som er tilnsermet lik

en Dirac-pulsd(t)

Vi far dermed for sma:
_Tl_h[k] ~h(kT) < h[Kl=Th(kT) (8.49)

Merk her ath[k] ikke er lik h(kT)! Dette henger sammen méddfinisjonenpa en diskret
enhetspuls og diskret impulsrespons: Den diskrete enhetspulsen har amplitude 1, uanse
tasteintervallets lengde. Med andre ordhik] — 0 Ok  has O
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Vi skal ngye oss med & finlg,  under forutsetning aveat“liten”, slik som nevnt over.Vi
har

[ee]

0
Eaz h[ jIvik— ] z h[ n]v[k- n]D

n=—o

E(Y?[K])

0

> Z h[jIh[n]E(V[ k=rv[k=]) = Z h[ ] Z h[nQpd[j —n] (8.50)

j=—on=-w j= -0

[ee] fee]

Q 3 il 3 NSl = Qp T Wilew QY Hj

j=—00 n = —oo j=—00 j=0

| siste tilfellet er systemet kausalt, nedre summasjonsgreifs@ tardi h[j] = 0 forj<O0.
Men dette er et spesialtilfelle, (8.50) gjelder ogsa for ikke-kausale systemer.

Fr et (kausalt) kontinuerlig system far vi, via foldingsintegralet og lignende mellomregninger
som ikke gjennomfgres her

E(y2(t)) = QJ’hz(t)dt (8.51)
0

Resultatene (8.50) og (8.51) er viktige i seg sjgl, sa merk deg dem!
For smar kan vi setteh[ j]=Th(jT) , jfr. (8.49). Vi setter inn fdn ] i siste del av (8.50)
og setter (8.50) = (8.51). Dette skal gi oss den ukj@gte som funks{@o@V.

o z h2[j] = Qp z T2h2(jT) = thz(t)dt (8.52)

J =

NarT er liten, har vi dessuten

J’hz(t)dt~ Z h2(jT)T (8.53)
£

(8.53) innsatt i (8.52) gir

=10

Q=QpT U Qp= (8.54)

Altsa: Jo kortere diskretiseringsintervall, jo mer ma vi gke variansen pa den diskrete hvite
stgyen for & fa samme varians pa systemutgangen som for det kontinuerlige tilfellet.
Hvis T er stor i forhold til systemets tidskonstanter, vil tilneermelseQst bare avhenge av

T, slik som i (8.54), ikke gjelde lenger. Da ma vi ha me@gat ogsa avhenger av systemets

parametre. Det blir da mer komplisert & finne Qgn somBf2[K]) = E[Y3(1)]
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8.4 Diskrete tilstandsrommodeller av monovariable
stokastiske dynamiske systemer

Vi har hittil i dette kapittelet betraktet diskrete impulsresponser og diskrete transferfunksjoner
som modeller for et diskret linezert én-inn-én-ut-system. Vi skal se pa modelleringsproblemet
pa tilstandsromform. Fra kapittel 3, ligning (3.4) vet vi at

x[k+1] = @x[K] +Au[K]

(8.55)
y[k] = Dx[K]
representerer et monovariabelt system med inngdirkg 0g uid&hg . La oss na utvide
(8.55) til et stokastisk system
X[k+1] = @x[K] + A, u[K] + A V[K
X[k+1] = @x[k] +A,u[k] +A,v[K] (8.56)
y[K] = Dx[K] +w[K]
hvor v[k] og w[k] er hvitstay-prosesser, hhv. “prosess-stay” ngedQ) = V og
“mélestoy” medq,,(Q) = W .
Ved z-transformasjon kan vi skrive (jfr. (3.8) i kapittel 3)
y(2) = D(zl—-@)1A,u(2) + D(zl —@)~1Av(2) + wW(2) (8.57)
der vi med utgangspunkt i (3.8) -(3.11) i kapittel 3 har
ap - B(@ _ BY(zh
D(zl-@)1A, = = 8.58
Hoyre ledd framkommer ved & dele p& i teller og névnaf(z1) gjenkjenner vi som
A" -polynomet i ARMAX-modellen. Vi kan skrive
y(2) = H'(z1)u(2) + Hy(z1)v(2) +W(2) (8.59)
A*(z1) er ogsd nevneren H;(zt) , jfr. (8.57). Hvis vi nd antgrk] =0 , for & kunne
studere virkningen av de to stgyprosessene pa utgangen, far vi
* (1 * (1
y(2) = HX(ZYv(D +W(2) = P (zY)v(2 + A" (z1)w(2) (8.60)

A (z1)

der P*(z1) er et polynom som vi ikke trenger a regne ut her.

1. Vi bruker i dette underavsnitt *-symbolet for & markere funksjone'llasom nevnt tidligere, trenger
vi vanligvis ikke gjare dette, nar alle funksjoner erdyslik at dette er underforstatt.
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Antar vi for enkelhets skyld a¢[k] ow[k] er innbyrdes ukorrelerte (denne antagelsen er

ikke ngdvendig, men jeg gjer den for a forenkle framstillinga her), sa far vi ved hjelp av
(8.43) og (8.60)

Py (Q) = [H(Q)PO(Q) + Gun(Q) = [H(Q)ZV + W (8.61)

(8.61) er et rasjonalt uttryRH e 1Q = 71 Dette uttrykket vil alltid kunndaktoriseres(jfr.
(8.16) som gjelder for kontinuerlige signaler, men tilsvarende gjelder altsa i det diskrete
tilfelle sjgl om det ikke vises her).

Faktorisering betyr at vi kan finne et ekvivalent uttryikdk(Q) slik at

— _ _ 2 _|C(z]))?
0,(Q) = [H(Q)]2V +W = H(Q)Z_‘@ = |IC(z) (8.62)
yy | \ | | 3 | A(Q) A*(Z_l)
Hoayre ledd framkommer nar vi seteti® = 71
Betydningen av (8.62) er at vi far det samme effektspektrum pa utgangerv[yis og

w[k] erstattes aenny hvit-stgy-kildee[k] med effektspektrump, (Q) = 1 , som pavir-
ker gjennom en modell

C'(z)H

K = X

e[K] (8.63)

Med andre ord: PolynomeE*(z1)  vil veere gitt av autoeffektspektk&l og koeffisientene
i P*(z1) og A"(z1) , jfr. siste ledd til hayre i (8.60) og (8.62).

Ved & innfareC"(z1) far vi, nar vi nd igjen lar padraget vaere forskjellig fra 0, og benytter
superposisjonsprinsippet som alltid gjelder for linesere systemer:

A*(zY)y[K] = B (z1)u[k] + C*(z1)e[K] (8.64)

Dermed ser vi at (8.64) er ekvivalent med (8.56) pa den maten at inngangs/utgangs-egenska-
pene er identiske og slik at autoeffektspektret[kl er det samme i de to tilfellene.

Vi gjenkjennel8.64) som ARMAX-modellgikapittel 4, formel (4.28)).

Det at vi nd har tatt vare pa bade prosesstgyens og malestgyens virkning i en tilstandsrom-
modell, ved hjelp av en enklere ARMAX-modell med baneskvivalent staykilde, er mye av
forklaringen pA ARMAX-modellen sentrale rolle.

Effektspektret pa systemets utgang nfk] = 0 er altsa gitt av (8.62).
(8.62) og (8.63) forteller at et vilkarlig effektspektrum kan dannes ved & la hvit stgy passere
et lineeert filter.

1. Egentlig har vi som tidligere papekt uttrykk av tyg%(e—ig) , men skriver dem for enkelhets skyld
som <pyy(Q) etc.



Kapittel 9:  Estimering av spektra, korrelasjons- og
transferfunksjoner

Vi har tidligere vist hvordan transferfunksjoner kan estimeres (dvs.: anslas) som et forhold
mellom estimater for krysseffektspektret og autoeffektspektret:

f(q) = & 9.1)

Pxx(Q)

hvor x er inngang oy er utgang. Denne prosedyren krever kjennskap til effektspektrene, og
vi skal se hvordan disse kan estimeres ved hjelprakelig diskret Fourier-transforma-

sjon, forkortet “DFT” , som er den numeriske, datamaskin-realiserbare versjon av den
diskrete Fouriertransformasjonen. Vi ma derfor farst definere denne:

9.1 Diskret Fourier-transform (“DFT”) av endelig maleserie

Fourier-transformasjon er et meget effektivt hjelpemiddel for estimering av korrelasjonsfunk-
sjoner, spektra og transferfunksjoner. | tillegg kan det ofte vaere fordelaktig a filtrere signaler
ved & utnytte det faktum at konvolusjon (folding) i tidsplanet motsvarer multiplikasjon i
frekvensplanet. Bruk av Fouriertransformasjonsteknikk har fatt en seerlig sterk gkning etter at
Cooley og Tukey i 1965 publiserte en avhandling over en hurtig algoritme for beregning av
en DFT. Denne algoritmen kall&ast Fourier Transform - FFT. FFT skal ikke behandles

her.

Vi skal na definere den diskrete Fouriertransformasjon av en erdiglimkters maleserie.

Det gjor vi med utgangspunkt i den ideelle diskrete Fouriertransformasjonen (2.14), som er
basert pa at man har en uendelig lang tidsserie tilgjengelig:

(o]

X(Q) = z X[ K] g1k (9.2)
k= —0
1 1 2T
i = = jQk - = jQk
Inverstransformasjonen er X[ K] 2T[I X(Q)el*2xdQ 2n,r X(Q)el*xdQ (9.3)
21 0

(Vi kan velge integrasjonsgrensene hvor vi vil p.g.a. integrandens periodisitet, bare interval-
lets lengde e2mt ). Vi approksimerer integralet med en sum Mwekvidistante punkter i

frekvensplanetdQ erstattes ma@ = Zﬁn . Vi definefxy = Zﬁnn Xp= X(Q,)

Merk at na far vi ogsd en summasjonsvariabel,frekvensplanet, i tillegg tk i tidsplanet.

| dette avsnittet vil vi ofte bruke subskript, f.ekX, xg i stedetXpn] xplgj
Begge varianter finnes i litteraturen, men betydningen er den samme.
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(9.3) erstattes na med tilnaermelsen

1N—l 1N—1 B’ZT[D 1N—1 J.21'[kn

-1 jQ.k s iQ.k _ 1 ™~

X[ K] ort Zoxne AQ omt zoxne oD N ZOXne (9.4)
n= n= n=

Betrakter vi sa den ideelle diskrete Fourier-transformasjonen (9.2) vil den for en endelig
maleserie medll punkter matte erstattes med

N-1 2T[kn
Xp= 3 X Ke N (9.5)
k=0

(9.4) og (9.5) er altsa utledet fra (9.3) og (9.2), og basextminkter i henholdsvis frekvens-
og tidsplan.

Det gjenstar na & vise at (9.4) og (9.5) er transformasjonspar: Vi setter inn (944 Xfor [
(9.5). Dette gir

21mm D_Zn_jnk 1N—1 N-1
N N = = (2m/N)(m— n)k
Z%ZXe NZXmZe (9.6)
m=0 k=0
N-1 H\I for m=n
N& er > eGmm-nik = n 9.7)
K=0 00 ellers

Tilfellet m = ner opplagt. Ndam—n = p#0 , kan summen i (9.7) betraktes som en sum av
N enhetsvektorer fra origo. Endepunktene til vektorene utgjar et reguleert polygon innskrevet

i enhetssirkelen. Dermed ma vektorsummen alltid blir nullpr@i0 . Vi far derfor at (9.6)
forenkles til

XN = X (9.8)

Vi har na vist at (9.4) og (9.5) er transformasjonspar nar tidsserieh pnamkter. Vi har na
formler som kan benyttes nar vi i praksis vil Fourier-transformere en diskret tidsserie. Denne
praktiske diskrete Fourier-transformasjonen vil vi som nevnt referere til med forkortelsen
DFT, i motsetning til den ideelle diskret Fourier-transformasjonen.

Merknad 1:

Q, = 2mn/ N svarer til en dimensjonslgs samplingdtie= 1 . Med fysisk tastetid
vil den dimensjonslgse frekvensen svare til den fysiske frekvensen
211

_ Q0 9.9
U (3:9)

>
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Merknad 2:

Studerer vi (9.4), ser vi at[K]  blir periodisk med periddeDFT medfarer altsa at

en endelig diskret tidsserimatematisk setblir & betrakte sonen periode i en
periodisk diskret tidsserie.Derfor er egentlig DFT det samme som den diskrete
Fourierrekke, p& engelsk discrete Fourier series, DIM8n for vare formal er det

mest interessant a bruke (9.4) og (9.5) pa en tidsserieNover  punkter, og a se bort frz
at dette matematisk sett er & betrakte samperiode av en periodisk tidsserie. Denne
periodisiteten skaper ingen komplikasjoner hvis man er klar over forholdet. | avsnitt
(9.3) behandles dette naermere.

9.2 Estimering av spektra

Med redskapet DFT definert kan vi na ga lgs pa oppgaven med estimering av spektra. Mar
kunne tenke seg alternative metoder for estimering av effektspektret for en ergodisk prosess
Man kan for eksempel estimere autokorrelasjonsfunksjonen ved tidsmidling og deretter Fou-
rier-transformere den estimerte autokorrelasjonsfunksjonen. Ved bruk av FFT (en ekstremt
hurtig mate & beregne en DFT p4) viser det seg imidlertid at direkte Fouriertransformasjon av
en maleserie og bruk av en diskretisert versjon av ligning (7.5), kapittel 7, er a foretrekke.
Ligning (7.5) var:

or(w) = % X () X (—0) (9.10)

Denne ligninga uttrykte et anslag over et effektspektrum baseenpéalisasjon, som i
tillegg var avkortet i begge ender. Siden var tidsserie ikke er kontinuerlig, men diskret, og
siden den eN punkter lang og forutsatt = OKer0  kogN -1 , er det naturlig & preve en
diskretisert versjon av (9.10)

1
Q) = GRN(Q)XN(=Q) (9.11)
hvor
N-1 _jzm
XN(Q) = X(Q,) = X, = Z x[kle " N (9.12)
k=0
(Merk at vi i dette avsnittet bytter ut notasjone,,“ ” for DFT ved frekvensgn , med

“Xn(Q)". Dette er fordi vi i det falgende har behov for & angi lenglgra tidsserien som
ligger til grunn for DFT'en. Vi viser heller ikke indek®i, , da den kan ansees underforstatt.

Symbolet “n” vil i dette avsnitt i stedet bli anvendt for & markere diskret tid, sammen med
Hk”).

Spgrsmalet er nd orp (Q)  er et “godt” estimat@\) , som er det virkelige autoeffekt-
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spektret til X[ k] (vi kommer snart til hva som er vare kriterium for “godt estimat”). Vi skal

na finne ut hvilken skade det gjgr at realisasjongk] er forkortet i begge ender, i stedet
for & vaere uendelig lang, slik som i det ideelle, men uoppnaelige tilfelle. Vi har

1N—l N-1
k=0 =0

[oe] o]

_ 1 . K
- N z VI’<\lee+JQk z Vr';l+kxn+ke]Q(n+k)

k = —o0 n=—o

(9.13)

hvorn er valgt slik atl =n +k, ogvly er en funksjon gitt av :

: 0<ksN-1

I1__I_\EI

v = (9.14)

0 ellers

ood

(se figur 9.1).

15 T T T

1+ VkN i

0.5F { R

00— —0o—0o—o o—0 0 0 0 ¢ L
0

-0.5
5 15

ol
a1
=
o

Figur 9.1 Funksjonem}

Likning (9.13) kan omformes til

1 o0 (o] .
nQ) =T > { > VRVIS X ne_JQn} (9.15)

k=—oln=—-w

Vi tar forventningsverdien tilpy(w) og far, nar vi flytter forventningsoperasjonen innafor
summasjonene slik at den bare omfatter de starrelser som er stokastiske,

Elou(@) = ¥ [ Y vl n}q’[“]e_m” (9.16)

n=—oolk=—c0
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vl og v, , ervistifigur 9.2. Fra figuren ser vi at summering dvgir (N —|n) bidrag
#0, slik at

Eloy(@)] = § wiolnjeon ©17)
hvor
wh = N;||n| - 1_|—:T| for |n| < N ogw, = O ellers. (9.18)

Figur 9.2 Fremstilling aw} og[E+n

E[@n(Q)] er den diskrete Fourier-transformen av produktet mellom en trianguleer funksjon

og autokorrelasjonsfunksjonen. Vi ser Bf ¢y (Q)] , gitt av (9.17), pa grunmav ikke

blir forventningsrett fordi den er forskjellig fra den diskrete Fouriertransform av den sanne
autokorrelasjon (som jo er det sanne spektrum). Matematisk kan vi si det slik

E[oy(Q)]# H ¢[n]elon = o(Q) (9.19)

@y(Q) er etestimat av @(Q) og kalles eperiodogram. Funksjonenw) kalles en

vindusfunksjon, fordi vi kan tenke oss at den opprinnelige autokorrelasjonsfunksjonen
¢[n] omformes ved & multipliseres med “vinduet

Tilsvarende kan vi si at den uendelig lange tidssergn endres til en endelig serie
Xg, ---» Xy 1 ved & passere vindue}
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Merknad:

[ee]

UttrykketNw, =% VIV, 1, jfr. (9.16), kan skrives som

k = —c0
- NyN = NgN = yN g\
\Nw,, = Z VRV = Z VRV | = VeV (9.20)

dervll = vN ,dvsvyll =1 for—(N-1)<k<0 ¥} = 0 ellers.
Dette skal vi bruke nedenfor.

9.2.1 Om forventningsfeilen til estimatet av effektspektret

Fra (9.19) ser vi at estimeringsprosedyren gir en forventningsfey(€2) , estimatet av

@(Q) . La oss se litt naermere pa dette. Fra (9.17) har H[ai (Q)] (v n]) er

Fourier-transformpar. Vi vet videre at multiplikasjon i tidsplanet tilsvarer folding i frekvens-
planet! Dermed far vi

Eloy(Q)] = EJ'T—TJ'WN(Q—)\)(p()\)d)\ (9.21)

—Tt

hvor WN(Q) er den diskret Fourier-transformertentf , som blir

_ 1rsin(NQ/2)7?
WN@ = § S (.22
Det gjenstar & utlede (9.22). Fra (9.20) haf vi:
F(Vr’}'*\'/r’;‘) = NWN(Q) = F(Vr’]\')F(\'/r';‘) (9.23)

“Folding i tidsplanet svarer til multiplikasjon i frekvensplanet”. Vi ma na farst fikn\\)

N-1 . : : ; . (N—
F (W) = —jon — 1—e QN _ eJQN/Z—e_JQN/ZBE_JQN/ZD_ SII’](NQ/Z) _Jw
v =Ye

) 1_eiQ  ei%2_gi9/2 Ugi9/2 07 Tsin(Q/2)
n:

(9.24)

1. Se avsnitt 5.7 side 333 i “Signals and Systems”.
2. Vibruker her symbolend® " od™ -1 - sjgl om dette vanligvis gjelder for kontinuerlig Fourier-trans-
form. “F ” betyr “DFT” nar det framgar av sammenhengen.



9.2. ESTIMERING AV SPEKTRA 127
Sidenv = VN, , vil F (v)) = [F(v\)]" . NaerF (V)[F (v\)]" = |F (v\)|? ., og vi far
_1 _ 1rsin(NQ/2)7?

N(O) = L2[E (yNy2 = 1[SIN(NQ/2)
WN(Q) = SIF (V) N[ Sin(Q/Z)} (9.25)

WN er vist i figur 9.3. Av(9.21) falger at topperg(Q) blir midlet ut (smurt utover) pa
grunn av foldingen. Graden av “utsmgring” avhenger av (halve) breddeavpélobeni

WN(Q) som er gitt aAQ = 21/N L og av de tilsvarende breddergidelobene
Av dette kan vi konkludere at forventningsfeilepy (Q) avtar nar N gker.

‘/hovedlobe |

sidelober

STE{en ()}

0 O.‘5 i
Figur 9.3 Virkelig spektrunp(Q) og vindusfunksjon i frekvensplanet.

Fra figur 9.3 ser vi at sidelobene W/N er relativt store og derfor bidrar betydelig til
forventningsfeilen i@, (Q) . Dette forholdet kan forbedres ved & velge en annen veiing av

maleserien enn den rektanguleere avkortingen definert/yed i (9.14). Dette vivéNdre ,

fordi den er et resultat af)  foldet med seg selv og Fourier-transformert, jfr. (9.25).

Hvis man velgew)\ liten i hver ende av tidsserien og stor pa midtev\/\il fa mye mindre
sidelober, og forventningsfeilen blir redusert. En populeer type vindusfunksjoner er

1 (121N []
N =~  |g—(1-— J<n
vy = 3 [0( (1 a)cosEN_lm} (9.26)
02— + =
2 2
For parameterex = 0.50 Kkalles vinduet et Hanning-vindu, ogifer 0.54 et Hamming-

vindu. Disse vinduene, sammen med noen andre, er vist i figur 9.4. Hgyden pa alle vinduel
er i denne figuren normalisert = 1.

1. som vi ogsa gjenkjenner som frekvensopplgsningen, jfr. (9.4)
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Amplituden for WN = %|F (vi)|? for noen av disse vinduene er vist i figur 9.5, béade i

lineser og logaritmisk (dB-) skala. Vi ser at Hamming-vinduet giVéh med sveert sma
sidelober: Farste sidelobe ligger 80 dB under hovedloben. Prisen man ma betale er at hoved-

loben til WN blir bredere nar man benytter et Hamming-vindu i stedet for rektangulaer
avkorting.

15 T T T T T T
Rektangulaer
1 ==
Hamming A BN
0.5¢ »/// Bartlett NG ]
_ j:/ Hanning > ST N
O - = | 1 | | | | —_
0 2 4 6 N—1 8 10 12 N _]fr
2
Figur 9.4

(9.26) inneholder en multiplikativ faktor som erl . Dette er ngdvendig, for hvis vi bare
reduserer amplituden til tidsserien pa endene uten & kompensere ved a skalere opp midten, vil
forventet midlere effekt i signalet bli for lav (slik er det i figur 9.4). | frekvensplanet innebae-
rer dette at arealet under periodogrammet ikke blir forventningsrett. Den multiplikative
faktoren kompenserer for dette. Den beregnes ved & forlange at

N-1

N-1
E{%kzo(vk'\'x[k])z} - E[ﬁ 3 x[k]z} 9.27)

k=0

Her er x[k] en realisasjon av signalet. Flytter vi forventningsoperasjonen inn i summen,
faller E(x[K]2) bort pa begge sider, og vi far ganske enkelt

N-1

1

N Z (V)2 =1 (9.28)
k=0

Dette kan brukes til & beregne den rette multiplikative faktor.

Med rett multiplikativ faktor vil WN(Q) - 2md(Q) nam - o , uansett type vindusfunk-
sjon. Da vil (9.21) ganske enkelt bli:

L

E[,(Q)] = %TI 2m6(Q —-A)e(A)dA = @(Q) (9.29)

Hvis vi beregner periodogrammet pa grunnlag av en uendelig lang tidsserie, blir det forvent-
ningsrett, som allerede papekt tidligere.
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Figur 9.5

9.2.2 Varians kontra forventningsfeil

Vi har vist at periodogrammet ikke kan bli forventningsrett, men at feilen kan gjgres liten ved
a gke N.

Vi kan na stille oss spagrsmal orariansertil periodogrammet. Vil den minke nBrgker?

Dette er dessverre ikke tilfellet. Det kan vises (gjgres ikke i dette kurset) at variansen er
tilnaermet gitt av

varf gy (Q)] = ¢*(Q) (9.30)

D.v.s. standardavviket er av samme stgrrelsesordenggom sjal.

For & oppna et estimat med akseptabel varians, midler man vanligvis flere periodogrammel
basert p& kortere maleserier. Hvis vi deler opp den opprinnelige maleserienindre

maleserier av lengdd slik atmM = N, far vi fglgende estimat ag(Q)

OR(Q) = %{%Z XM(Q)X‘M(—Q)} (9.31)

i=1
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hvor X},(Q) er den diskret Fourier-transformerte til den i' te maleserien definert ved

Mi-1
X4, (Q) = Z X, 6712k (9.32)
k=M(i-1)

Variansen tilcpr,{;(Q) vil na veere gitt av

varlgi(Q)] = [e(Q)]? (9.33)

Dette fordigy, fremkommer som en summ@wilnsermet uavhengige tilfeldige variable, hver

med varians =[@(Q)]?

Fenomenet med minkende varians nar flere spektra midles er illustrert i figur 9.6: Den
aktuelle staysekvens er bandpassfiltrert hvit stay med en sinus addert pa hayfrekvenssiden. |
9.6 (@) er vist ett periodogram basert pa 2048 malepunkter. Vi arl . Vi ser at standard-
avviket er av samme stgrrelsesorden spm . | 9.6 (e) derimat er 256, dvs. 256
periodogrammer a 2048 punkter er midlet. Variansen er da liten. Vi merker oss at sinusfunk-
sjonen gir den samme “spikeren” hele veien, fordi dette er et deterministisk signal og har
derfor ingen usikkerhet.

For & illustrere fenomenet med forventningsfeil (“utsmgaring”) er prosessen fra figur 9.6
analysert med forskjellige lengder pa maleseriene, 128 til 4096 punkter, mens antall spektra
som midles er holdt konstam, = 64. Resultatet er vist i figur 9.7. Vi ser at fo= 128 blir
utsmgringseffekten sa kraftig at sinussignalet nesten forsvinner fra spektret. Tilsynelatende er
variansen mindre for liteN. Dette skyldes at estimatet blir mindre “harete” nar frekvensopp-
lgsningen reduseres, men variansen er den samme fra 9.7 (a) til (hsidenst. = 64.

Oppsummering:

For & redusere variansen i estimatet, ma vi dele opp tidsserien i flere mindre serier og midle
periodogrammene for hver av disse. Dermed vil utsmgringen og den tidligere definerte for-
ventningsfeil gke. Vi ma derfor inngd et kompromiss mellom varians i estimatene og
forventningsfeil i estimatene. Men for en gitt varians (antall midlede periodogrammgr =

kan forventningsfeilen gjgres mindre ved & anvende en annen avkorting av tidsserien enn den
rektanguleere.
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9.2.3 Varians kontra forventningsfeil: Et eksempel
Det er generert data ved hjelp av modellen
x[i+1] = —0.9%[i] + n[i +1] (9.34)

hvor n[i] er rudimentaer hvit stay. Vi gnsker a beregne effektspeg(te} x[itil

Vihar ¢(Q) = H(Q)H(-Q) [1L (9.35)
. . 1
H(Q) kan finnes via z-transformeij(z) = ———— 9.36
() Mz = 2 (9:36)
Innsetting a1 = ei? girtH(Q) = 1 (9.37)
1+ 0.9e1Q
1
Q) = HIQH(-Q) = . . )
™) (QH(Q) 1+0.9"Q°+0.9e12 +0.81 (9-38)
_ 0.555
®(Q) = 1.005+ cos Q (9.39)

Systemet (9.34) er simulert pa datamaskin, og pa basis av tidsserier av utgangen er periodc

grammer beregnet. Den virkelige verdien (= forventningsverdien)p{€r) kan beregnes
fra (9.35), og er vist i figur 9.8 sammen med to midlere periodogrammg(Q) er
fremkommet ved midling av seks periodogrammer & 16 samppgs(Q) er framkommet

ved midling av tre periodogrammer a 32 samples. | begge tilfeller er benyttet 96 samples
totalt. Vi ser atg,(Q) har minst varians, men starst forventningsfeil.

Forventningsverdiene fop%,(Q)  o@3,(Q)  kan beregnes i dette tilfellet hvor vi kjenner
modellen (9.34)-(9.35). Disse er vist i figur 9.9.



134 9. ESTIMERING AV SPEKTRA KORRELASJONS OG TRANSFERFUNKSJONER
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9.24 Krysseffektspektra

Estimering av krysseffektspektra foregar helt analogt med den ovenfor beskrevne metoden
for estimering av autoeffektspektra. Krysseffektspektret estimeres via formelen

MN(Q) = DX (-Q)Y(Q) (9.40)

hvor X\(Q) er DFTen til x[n,n=0,1..,N=-1 og Y\(Q) er DFTen til

y[nl,n = 0,1, ..., N-1. De samme forholdene gjgr seg gjeldende her som ved estimering
av autoeffektspektret. Forventningsfeilen kan reduseres ved & modifisere dataene med ikke-
rektanguleere datavindu far man Fouriertransformerer, og variansen kan reduseres ved a
midle flere periodogrammer basert pa kortere dataserier.
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9.3 Estimering av korrelasjonsfunksjoner

Korrelasjonsfunksjoner beregnes raskt og effektivt ved farst a estimere det tilhgrende spek-
trum for deretter & invers Fourier-transformere dette. Her kan man stgte pa et problem hvis
man ikke er p&passelig. Den invers diskret Fourier-transformerte erlgitt av

1 211
o[n] = F—l[NXN(Qp)XN(—Qp)} hvorQ,, = Wp (9.41)
N& har vi at den inverse t)KN(Qp) er gitt av
1'\‘—1 i2mpi
xF[i] = N Z Xn(Qp)e N (9.42)
p=0

TidsserienxF[i] definert fra (9.42) vil nd veere forskjellig fra den opprinnelige tidsserien

x[i] , idet xF[i] vil veere periodisk med periode N, mexj§] = 0 in&o ebeX
Dette er eksemplifisert i figur 9.10.

2 T T T 2 T T T T T
.l .| ® XiF ® Xi
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1 | | 1
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osr || | s 0.5 1
L BT T
| e | e 09—o b )
- - — =4

-0.5} 1 05
0 N 2N 0 N

1 1
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-2 ‘ ‘ ‘ T
0 5 10 2 0 2 4 6 8

Figur 9.10

1. Egentlig skulle vi skrived,, y[N]  her, det er altsd underforstétt at vi nd studerer estimatet av en

autokorrelasjonsfunksjon basert pa en tidsserlé pdnkter. Det samme resonnement vil forgvrig gjelde
fot en krysskorrelasjonsfunksjon.
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Husk at DFT matematisk forutsetter at signalet er periodisk i tidsplanet, slik at DFT egentlig
er det samme som den diskrete Fourierrekke, DFS, slik som nevnt pa side 123. Na vet vi at
produkter i frekvensplanet tilsvarer folding i tidsplanet, slik at (9.41) motsvarer folding av de

invers Fourier-transformerte t}KN(Qp) i tidsplanet. Vi har

N-1
NI = G 3 XK -K)
k=0

F XN (@)Xn(2))]

N1 (9.43)
-1 F Flk—il = &F[i
=N 2 XIKIXT[k=i] = ¢"[i]
k=0
Da xF[i] er den inverse Fourier-transformen)(i,[,(Qp) , Vil denne foldingen skje mellom

xF[i] og seg selv. Periodisitetenxf[i] vil derfor medfere feil. Med andre ord: Det vi
egentlig gnsker a finne er

N-1
Oli] = 5 3 XIKxTk+i (9.44)
k=0

mens det vi far ved invers-Fourier-transformasjonen gitt i (9.43) er dessverre

N-1
OF[i] = % S XFIKIXFk+ ] (9.45)
k=0

Vi kan imidlertid omga dette problemet ved a utvide signafet Nedller i tillegg til

de opprinnelige datapunktene. Vi far dermed en dobbelt s& lang tidsserie, hvorav den siste
halvparten er nuller. Dermed unngar vi overlappingsfenomenene som vi ellers ville fatt, siden
oF[i] = ¢[i] for 0<i <N —1. Slik utfylling med nuller (eng:Padding with zeroé&} er

derfor vanlig a foreta fer DFT-operasjonen utfgres. Men dette er ikke ngdvendig hvis man
bare skal studere spektra og transferfunksjoner, dvs. ndr man ikke skal inverstransformere
etterpa for a finne korrelasjonsfunksjoner.

Utfylling med nuller i tidsplanet gir tilsvarende flere punkter i frekvensplanet. Tilsynelatende
gir dette bedre frekvensopplgsning. Men utsmgringen er fortsatt like framtredende (jfr. figur
9.8). Derfor kan man si det slik at utfylling med nuller i tidsplanet bare medfgnetegpola-

sjon i frekvensplanet, og ikke en reell forbedring av frekvensopplgsningen.

Nar vi skal beregne korrelasjonsfunksjoner er det enda en ting vi bar ta hensyn til for & fa best
mulige estimater. Anta &l nuller er lagt til, slik at vi har 2\ punkter. Vi kaller den

tilsvarende Fouriertransform fof, . BEorventningsretivariant av (9.44) blir

1 2N -1
Ol = 5y kZO X[ K X[ K+ i] (9.46)
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Vi ser at i tillegg til at vi nd har dobbelt s& mange punkter (som forutsatt), s er det et ledd

2N —|i| i nevneren, ikke2N som vi kunne forvente. Grunnen er nevneren ma reduseres
proporsjonalt med graden av forskyvning melloirk] xdk + ] for & kompensere for at
tilsvarende ledd i summen blir = 0. Bare da blH(¢$[i]) = den virkelige korrelasjonsfunk-

sjon, altsa forventningsrett estimat.

Merknad:

(9.45) kan skrives med falgende symbolbruk:
Fri] = L F F = LoFr FI_j
o[i] = N XF[K]xF[k=1i] = NX [1]1 0 x"[-] (9.47)

Her symboliserefN at intervallet kan starte og slutte hvor det vil, bare dét er

punkter langt. Denne friheten til a velge startpunkt for intervallet skyldes

periodisiteten i signalex"[k] . Denne typen folding hvor intervallet er endelig kalles

ofte syklisk folding. Symbolet som brukes for syklisk folding er dfte slik som vist
1 (9.47), men ellers kan man godt bruke *, som vi kjenner fra for.

9.4 Estimering av transferfunksjoner

Vi har tidligere sett pa estimering av transferfunksjoner under forutsetning av ideell maling
av signalspektrene. Vi skal na ut fra den foregaende diskusjonen omkring estimering av
spektra, se hvordan feil i estimater slar ut i feil i transferfunksjonsestimatene. Vi antar at vi

har estimert inngangsspektret @X(Qn) og krysseffektspekh;@(Qn) . Vi antar videre

at m ulike periodogrammer er midlet for beregning av spektrene. Transferfunksjonsestima-
tene er da gitt av

é\I:)Xy(fzn)

H(Q,) = =
() Pex(Qp)

(9.48)

Det kan utledes formler (utledning gjeres ikke her) som gir spredningen i estimétet av ~ nér
H baseres p& (9.48). | disse formlene brukes begiapsidensintervall: Man sgker en

storrelsef?(Q,) slik at
IH(Q,) —H(Q)|?<72(Q,) (9.49)

og sannsynligheten for at (9.49) er oppfyltler a . M.a.o. ma konfidensinterfllet  for en
gitt frekvens veere en funksjon av
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f2 m& avta monotont med ; eller ekvivalent, gke rhiedn . Jo stgrre sannsynlighet for at

estimatetd skal befinne seg mindre enn avstafiden fra den virkelige transferfunksjonen
jo starre m& veere. Fér gitt ved (9.49) gjelder

(Pyy( )F

P2(Q 1-92,(Q,
FA(Qn) = =l y(Qn)]= PWOR

(9.50)

2, m;a

Her erF, ., abscisseverdien til den sékalte F-fordelingen (se tabeller i leerebgker i statis-
tikk). Verdien F, .., framkommer ved at arealet under tetthetsfunksjonen skal veere
henholdsvisl —a ogx  pa hver side By ., . Indeksene thdglles frihetsgrader og er

parametre i F-fordelingen sammen need som er definertwver.  er slik som tidligere antall
spektra som midles. Jo starre sikkerhet (konfidens) vi forlanger, jo mindre blir 1 +o0g

gar mot 1F, .., Vil gke, og dermed gkér i falge (9.50). Av (9.50) ser vi odsa at  avtar

narm gker, dvs. sikrere estimh%| ved flere midlede spektra. Estiﬂrh?itet blir ogsa bedre
hvis x(t) ogy(t) er relativt koherente, dvy)%y -1

M.a.o. kan vi f4 et meget godt estimat il sjglgm (A[Wg har stor varians, hvis bare
X 0g y er koherente.

Formel (9.50) sier noe om feilertallverdientil |I3|| Nar det gjelderfasefeilentil |I:|| kan

man utlede et tilsvarende konfidensintervall med lengdeé(Q,,) , der
_ _Or(Q,) O
AB(jw) = arcsin3= O (9.51)
H(Q,)|0

Man ma altsa farst velge , s regné ut ved hjelp av (9.50), og deretteff bruke i (9.51) for
a fa et konfidensintervall for fasefeilen. Da vil virkelig faseg@®{@,,) veere slik at

8(Q,) —A8(Q,) <8(Q,) <8(Q,) +28(Q,) (9.52)

med sannsynlighet — a

Eksempel:

Vi skal vise et eksempel pa estimering av transferfunksjoner for en innspent bjelke som vist i
figur 9.12. Bjelken eksiteres ved vertikale akselerasjoner pa innspenningspunktet og akselera-
sjonen her og ytterst pa bjelken males med akselerometre. Inngangssignalets spektrum er vist
1 9.11 (a), utgangssignalets spektrum i 9.11 (b) og krysseffektspektret i 9.11 (c). Estimatet av
koherensfunksjonen og den estimerte transferfunksjonen er vist i figurene 9.13 og 9.14.
Analysen er utfgrt ved bruk av FFT og midling av 29 periodogrammer.
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Figur 9.11 Spektra fra forsgk med den innspente bjelken.

Aksellometer x(t)

Inngangs vibrasjoner

innspent bjelke

Aksellometer,y(t)

Figur 9.12 Innspent bjelke for estimering av vibrasjons-transferfunksjon.
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Vi ser atV)%y er mindre enn 1 védck 20 Hz &g 800Hz . Det betyr at estimateré av  er

darligere i disse omradene. Merk ogsa toppen i eksitasjonen ved 60 Hz. Denne skyldes
nettfrekvensen som utilsiktet har blitt introdusert i eksitasjomen.29 tilsier en usikkerhet i

estimatenefpxy oy« P& ca. 20%. Usikkerhetéh i  ser ut til & veere mindre. Dette stemmer
med (9.50) og (9.51).

1.0+
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Kapittel 10: Signalbehandling: Tilpassing, filtrering

| forbindelse med reguleringstekniske anvendelser har man ofte behov for 4 tilpasse signale
og maleserier til det utstyret man benytter eller til den metoden som anvendes. Hvis man
f.eks. benytter en digital regneenhet ma analoge signaler omformes til diskrete signaler gjen:
nom prefiltrering og tasting (“sampling”). Og diskrete signaler ma omformes til analoge
signaler for utsetting av padrag til prosessen.

Hvis man gnsker & analysere tidsserier fra en prosess, ma man i mange tilfeller foreta enkls
typer forbehandling av disse signalene for & kunne benytte disse i ulike metoder for modelltil-
pasning eller estimering. Disse enklere formene for signalbehandling kan veere ulike former
for filtrering , fierning avmiddelverdier, fierning avopplagt gale malinger (wild points)

og konvertering av to tidsserier melik tastetid til to tidsserier medelles tastetid Vi skal i

dette kapittelet ta for oss noen slike problemer og lgsningsmetoder.

10.1  Analog til digital omsetting

10.1.1  Tasting av signaler

Som vist i avsnitt 8.1 i "Signals and Systems" vil tasting av et signal fgre til modifikasjon av
spektret: Det tastede signalets spektrum (Man sier ofte "spektrum" nar man egentlig mene
"Fouriertransform”. Dette gar bra sa lenge sammenhengen gjor at det ikke kan misforstas
bestar av en sum av gjentagelser av det opprinnelige spektret forskjgvet langs frekvensakse
(se figur 8.4 1 S & S). Hvis disse forskjgvede spektra overlapper, fgrer dette til sammenblan-
ding av frekvenser i det en hurtig frekvens (frekvenser i signalet over Nyquist-frekvensen) vil
tolkes som et lavfrekvent signal. For & unnga nedfolding benytter man ved tasting av signalet
som regel et analogirefilter eller etantinedfoldingsfilter fgr (derav betegnelseprefilter)

tasting av signalet (se figur 10.1).

Merknad:

Med "analogt" mener man her "kontinuerlig", dvs. filteret er et elektronisk filter som
behandler et kontinuerlig varierende signal. Dette i motsetning til digitale eller diskrete
filtere som vi kommer til seinere i dette kapittelet.

Prefilteret ma veere et lavpassfilter. Hvis man gnsker a taste et signal med tastefrekvense
2TUT) ber signalet prefiltreres med et lavpassfilter med bandbreddervT , slik at alle

frekvenser i det kontinuerlige signal ovefT flernes.

Situasjonen med og uten filter er vist i figur 10.1.
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Figur 10.1 Prefiltrering far tasting

Vi kan oppsummere:
Ved tasting av et kontinuerlig signal bar vi

1. tasteraskere enn det dobbelte av den hgyeste interessante frekvens i signalet
TUT > .

.Dvs.:

2. Introdusere et pretastingsfilter med lavpasskarakter og bandbreodde slik at
Wy < Wg <TUT.
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| praksis velger man f.ek%[: 10[w, og samtidig =% _—F heay er hgyeste interes-

sante frekvens i signalet ag-  er bandbredden i lavpassfilteret. | reguleringssammenhenc

kanw, ofte settes litt i overkant av systemets bandbredde.

10.1.2  Kvantisering av signaler

Nar vi skal behandle et analogt (=kontinuerlig) signal i datamaskin ma vi taste signalet.
Tasting av signalet innebeerer en digitalisering av sigtebgfs tidsaksenMen vi ma ogsa
digitalisere signaleit amplituderetning dvs. signalets amplitude ma uttrykkes som et bineert
tall med et visst antall bits. Denne siste formen for digitalisering kallerantisering.

Et eksempel er CD-spilleren. Tastingen skjer 44100 ganger i sekundet. Ved hvert tastetids:
punkt omgjgres signalet til et binaert 16 bits tall (vi har egentlig to signaler - stereo - men la
oss bare betrakte den ene kanalen i denne sammenhengen). Vi sier da at kvantiseringen skj
via en "16-bits-A/D-omsetter" (A/D = "analog til digital"). Vi har tidlige studert virkningen

av tasting. Vi skal na se pa effekten av kvantisering av signalet dgvéatiseringsfeil som
oppstar. La oss anta at vi har en n-bits A/D-omsetter med maksimal utgang svar&nde til
fysikalske enheter (f.eks. 1 Volt).

Feilen i det digitaliserte signalet antas da & veere stokastisk og uniformt (rektangulaert) fordelt
i omradet [—1 E1l E}
2 2n2 on

Sannsynlighetstetthetsfunksjonen for feiéskan da skrives:

0 on _1E ZE}
HavE for eD[ 5o 3o
p(e = 0 (10.1)
E 0 ellers
Vi har dpenbart aE(e) = 0 . Variansen blir
1E 1E
220
E(e?) = I 22 de = Dle3E12— @ (10.2)
E 12
1E _1E
2 22n

Kvantiseringsstagy kan derfor tilnsermet anses som hvit stay med null middelverdi og
varians(= effekt i dette tilfelle siden vi h&(e) = 0 ) gitt ved

_1E(f
02 = s (10.3)
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10.2 Digitale filtre

Digitale filtre benyttes (som analoge filtre) til mange formal. For reguleringstekniske formal
kan vi f.eks. tenke oss lavpassfiltrering av et signal, fierning av et spesielt frekvensomrade
(f.eks. 50 Hz stay) osv. Design av dynamiske tilbakekoplinger og regulatorer kan ogsa
betraktes som digital filter-design.

Digitale filtre kan prinsipielt deles i to hovedkategorier: IIR-filtre og FIR-filtl&k betyr
Infinite Impulse ResponseDisse filtrene vil i diskret versjon ha formen

y[k] = —a;y[k=1] —a,y[k=2] —... —a,y[k—n] (10.4)
+bou[K] + byu[k—=1] + ... + b u[k—n] '
Betegnelsen IIR skyldes at impulsresponsen til et slikt filter aldri dgr helt ut. Fordelen med et
[IR-filter er at man ikke trenger & lagre mange gamle verdieryfa] uldg , siden
formelen er rekursiv. Dette i motsetning til FIR-filteret behandlet nedenfor.

Merknad:

(10.4) er en ARMAX-modell uten stgy-ledd (den kalles da ofte en ARX-modell). Vi
ser til forskjell fra (5.1) og (5.2) i kapittel 5 at leddefk] opptrer pa hayre side i
(10.4), mens det nyeste ledd som kan forekomme i (5.4)ler 1] . Forskjellen skyl-

des at (10.4) beskriver en diskret algoritme, mens (5.1) representerer et diskretisert,
strengt propert kontinuerlig system med holdeelement foran.

BetegnelserFIR star for Finite Impulse Response | motsetning til IIR-filtre som ogsa
realiseres analogt, er FIR-filtre noe som finnes utelukkende i diskret versjon. FIR-filtre kalles
ogsa transversale filtre. Et FIR-filter har formen

y[K] = bou[K] + bju[k—=1] + ... + b u[k—n] (10.5)

Vi ser umiddelbart at et FIR-filter aldri kan bli ustabilt. Alle poler ligger i origo. Vi ser at
impulsresponsen rett og slett blir lik koeffisienten® i -polynomet, od[d{ dermed
blir = 0 for k > n. Derav betegnelsdfinite Impulse Response. Impulsresponsen til et system
med dead-beat-regulering (jfr. kapittel 5) er slik. Dermed vil et slikt lukket system - i mate-
matisk forstand - veere et FIR-filter. Men vi reserverer helst betegnelsen “FIR” for diskrete
filtere. FIR-filteret kan lages med vilkarlig (men endelig) impulsrespons rett og slett ved a
velge passende verdier pa koeffisientene, samtidig som man gjer antallet koeffisienter stort
nok. Impulsresponsen kan ogsa gjares ikke-kausal og symmetrigk=o1f) , 0g dette betyr
at filterets fase blirdIH(Q) = 0 0 Q ; dvs. intet fase-etterslep for noen frekvens. Dette er
en fordel man kan realisere nar filteret ikke trenger & veere kausalt, f.eks. ved etterbehandling
av maleserier som ikke trenger a forega i sann tid, eller ved sanntidsanvendelser hvor det er
akseptabelt med en transportforsinkelse i databehandlingen. Hvis man forskyver impulsre-
sponsen til hgyre slik at den starter fo= 0 , og filteret blir kausalt, men man samtidig
beholder den symmetriske formen pa& impulsresponsen, blir fasegangen ikke lenger
OH =00Q, menH = konst.[X2 . Amplituderesponsen forblir den samme. Slik lineager
fasegang - som man alltid far med symmetri i impulsresponsen - er spesielt gunstig ved
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signalbehandling av Hi-Fi-signaler, fordi det betyr at alle frekvenser tidsforsinkes like mye,
og vi unngar innbyrdes faseforskyvning mellom de enkelte frekvenskomponenter i signalet,
som farer til det som kalles faseforvrengning.

Ulempen med FIR-filtre er at et FIR-filter med like bratte flanker i overgangsomradet i
frekvensplanet som et lIR-filter, ma lagre sveert mange flere inngangsveidigr og ha
tilsvarende mange flere vektkoeffisientgr  enn IIR-filteret. FIR-filteret har ogsa “bulker” i
pass- og stoppbandet som kan skape problemer.

Vi skal i det fglgende ngye oss med & gjennomga en noksa utbredt metode for & konstruere
lIR-lavpassfilter. lIR-lavpassfiltre finnes i mange varianter (Tsjebyscheff-, elliptiske-, m.fl.),
men vi skal ta utgangspunkt i det sak@taterworth-filteret . Dette er det lavpassfilter som

har maksimalt flat respons i passbandet for en gitt orden pa filtertransferfunksjonen. Det
kommer vi til i avsnitt 10.3.1. men fgrst til et annet tema:

10.3  Overgang fra analogt til digitalt filter

Her skal vi vise hvordan vi kan lage et diskret filter ved farst & spesifisere et analogt filter
som tilfredsstiller de gitte krav, og sa danne et digitalt filter pa basis av det analoge (metoden
kan altsa brukes til bare & lage et analogt filter, f.eks. et prefilter, hvis det er malet).

Metoden for & syntetisere et digitalt filter ved hjelp av et analogt, gar som fglger:
Vi tar utgangspunkt i basisoperasjonen i en analog transferfunksjon, nemlig integrasjonen. Vi
betrakter likningen

X = U (10.6)

hvor x er integralet aw. Denne likningen kan approksimeres pa fglgende mate, idet vi
definerer x(kT) = x[K] ogu(kT) = u[k] T er tasteintervallet:

X[k”T]‘X[k] - %(u[k+ 1] + u[K]) (10.7)
| z-planet blir dette:
_Tz+1
X(2) = 551 u(z) (10.8)
Vi ser at integraloperasjonen i analog forém , svarer (fli/2)(z+1)/(z-1) med den

approksimasjonen som er antatt i (10.8). Vi har altsa at

1 ST z+1
< svarer tl|§ 71 (20.9)

22 z-1
ellers svarer t||_—|_ ] (10.10)
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Approksimasjonen (10.9) svarer til en sakapesintegrasjon, se fig. 10.2:

! T U[H/?u[kji]
os 5 (ULKl +ulk-1])
0.6/ u[k—1]
0.4
0.2
0 0.4 0.6 0.8 1 112 114 1.6
k-1 k k+1
- — — — — — — >
T T
X[K] = x[k=1] + 5(u[K] +u[k-1])
Figur 10.2
Vi kan derfor tenke oss a konstruere diskrete filtre ved & substi&%e;fe—i s (fior

(10.10) ) i den analoge transferfunksjonen som vi gnsker & realisere diskret.

Vi har tidligere sett atz = €9 = el®T _ |nnsetting av dette i (10.10) gir

eeT_12 .2 i
GeTI1T j_I_ tan=5- (10.112)
eller
_ 2. wln
vV = Im(s) = T tan=5- (10.12)

Vi har her innfgrt en "frekvens/ som bare er en hjelpestarrelse, og ikke har noen direkte
fysisk tolkning. Den variable i det analoge filteret vil svare til den fysiske frekvens  gitt

av (10.12) i det digitale filteret. (10.12) er vist i figur 10.3. Vi ser at %q 1—2T eller

ekvivalent, naw - 'T]T (som ogsa er Nyquistfrekvensen)y vil o
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o
(T=1) ar
sl
2
=
Al
3 2 —i 1 2 :“a W
1 I n
2T T
2F
-3F
-4F
5L
Figur 10.3 Relasjonen (10.12).
Med andre ord:v [ (-, )  avbildes i frekvensomradef] E_IT_[ _IT_[E : Det er - rimeligvis -

en absolutt gvre grense (avhengig av tastefrekvensen) for det diskrete filterets evne til &
approksimere et kontinuerlig filter. Men for sma verdieiTahar vi at

dv _ 2

dw ~ 1+cogwT) (10.13)

Dvs, for lave frekvenser vil det veere tilnaermet likhet melloinadet kontinuerlige filteret og
w i det diskrete filteret.

Merk igjen atv er en hjelpestgrrelse. Hvis vi gnsker et digitalt filter med en spesifisert
frekvensrespons@ , kan vi farst konstruere et analogt filter med en passende respgns i
deretter benytte (10.10).

Det henvises til eksemplet i avsnitt 10.3.3.

10.3.1  Syntese av analogt Butterworth lavpassfilter

Butterworth-filteret er et av flere alternative analoge lavpassfiltre som allerede nevnt. Det

seeregne med BW-filteret er at frekvensresponsen er maksimalt flat i passbandet, og at fre
kvensresponsen er monotont fallende (ingen "bulker” eller oscillasjoner). Et analogt BW-
filter av ordenN har en transferfunksjad (s) slik at

H(s) CH(-s) = (10.14)

1
L.os N
S

hvorv, er filterets bandbredde.
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Ved & sette nevneren = 0 finner vi at (10.14) har poler i

1

sp = (-1)Njv, (10.15)
Filteret har derforN poler plassert pa venstre halvsirkel om origo med radius i det
komplekse plan (polene tiH(—s) ligger pa hayre halvsirkel). PoleRés) Hogs) er

symmetrisk plassert i forhold til hverandre om den imaginsere aksen. Se eksempel i figur
10.4.

w3

Figur 10.4 s-plan-poler for 3. ordens Butterworth-filter.

Vi har dermed en oppskrift for & lage atalogt lavpassfilter, som f.eks. kan brukes som
prefilter far tasting, for eksempel i et reguleringssystem.

10.3.2  Flere lav-ordens filtre eller et med hgy orden?

Vi skal i det falgendese pa hvordan vi kan lage et diskret lavpassfilter ved a ga via et analogt
“hjelpefilter”.

Men farst et viktig punkt ved praktisk digital filter-design: Filterets falsomhet for avrun-
dingsfeil (husk at filteret er ikke annet enn en algoritme i en datamaskin med begrenset
regnengyaktighet), som igjen bestemmer dets numeriske stabilitet. Na er det slik at lavere
ordens filtre er mer numerisk stabile enn direkte implementerte hgyere ordens filtre. Videre
vil avrundingsfeil ogsa skape mer stay i det hgyere ordens filteret, dvs. det blir mindre stay
ved flere lavere ordens filtere i serie. Det er derfor hensiktsmessig a koble f.eks. tre 2. ordens
filtere i serie istedet for et direkte implementert 6. ordens filter.
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10.3.3  Syntese av diskret (digitalt) lavpassfilter

For & konstruere deatigitale lavpassfilteret svarende i (s) gar vi fram som falger: Vi
velger forst tastetid, bandbreddem, = Q./T og ordéhfor det digitale filteret. Deretter

finner vi bandbredden for et tilsvarende analogt filter, gitt av

_ 2 w T
v, = = tan[ : } (10.16)

Polene i det analoge filteret er gitt av (10.15). Vi kan dermed dd(s)esom et produkt av
flere andre ordens transferfunksjones svarende til kompleks konjugerte poler(s), og
eventuelt én 1. ordens transferfunksjon WNisr odde. Det digitale filteret realiseres sa ved &

substituere s = (2/T)(1-z1)/(1+z1) fra (10.10).

Vi skal se pa et eksempel:

Vi gnsker a konstruere et 6. ordens diskret Butterworth-filter slik at vi har en dempning pa 15
dB (=109-7°) ved frekvensem, = 0.3 1 . Tastetida 1.

Fra (10.14) ser vi at da ma vi ha

H(s) [H(=s) = 10-07510-0.75 = 1 _ (10.17)
2ian2 @
Or 02 M
1+ ———0
[l Ve 0
1l H
Ligning (10.17) gir
T
Flant 3¢
= [1015-1]1/12 (10.18)
C
MedT =1 ogw, = 0.3 1 far vi ved utregning
v, = 0.7662 (10.19)

Den resulterende analoge polplasseringen er vist i figur 10.5.

De 6 polene i venstre halvplan gir den analoge filtertransferfunksjonen

H(s) = (0.587F)H(s)H,(s)H5(s) = 0.20238H,(s)H,(s)H(s) (10.20)
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0.5 1

v, = 0.7662

Figur 10.5 Polplassering i s-plan for 6. ordens Butterworthfilter.

hvor
1 1
H,(s) = , Ho(s) =
1(8) s2+0.3965+ 0.5871 2(S) s2+1.083%+0.5871
. (10.21)
Ha(s) =
s?+1.480% + 0.5871
_ 1
Ved na & sette ina = 2 Dli i (10.21) far vi
1+z1
1
H,(z1) = , Hy(zYh=.., HyzYH=.. (10.22)
e =220 4 0.3060020E=% + 0.5871
1+z10 1+z1
1y = (1+z71)2
Hi(z™) (2M—...)2+0.39607 £—...) +0.5871( 1+ ...)% ete. (10.23)
Hy(zY) = —— (1+z7)2 etc. (10.24)

5.379 (1-1.268&1 + 0.705%2)’

Dette gir til slutt

H(z') = 0.0007378H,(zL) H,(z 1) Hy(z2) (10.25)
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der

(1+z1)?
1-1.26861+0.705%2

(L+z1)?

Hy(zh =
1(zh) 1—1.0106L + 0.35832

Hy(z1) =
(14 21y (10.26)

Hy(z?1) =
3(Z7) 1—0.90441 + 0.21552

Konstantleddet foran i (10.25) kan om gnskelig kontrolleres slikufer O , sa skal

H(z1) = H(e Q) = H(ei®T) = H(e% = H(1) veere = 1. Dette fordi

filteret slipper gjennom lave frekvenser med forsterkning = 1.

For eksempelvisy(z1) = H,(zY)x(z1) rekursivti tidsplan far vi da:
y[K] = 1.26860)[k—1] —0.705100[k—2] + u[k] + 2u[k—1] + u[k—2] (10.27)

Den rekursive realisasjonen av den totale transferfunksjdherr?) foregar ved & kople
H,(2), H,(2z) og Hs(z) i serie (utgangssignalet fra en algoritme blir inngangssignalet for
den neste).

Frekvensresponsen fai(z1)  er visti figur 10.6 pa neste side.

10.3.4 Realisering av andre typer filtre fra lavpassfilter

Med utgangspunkt i det kontinuerlige Butterworth-filteret, som jo &avgassilter kan man
konstruere andre typer kontinuerlige filtteagpass-, bandstopp-, bandpasks Et slikt konti-
nuerlig filter kan sa omformes til et digitalt filter ved at vi substituerer

s = (2/T)(1-z1)/(1+z1) som vist tidligere.

Anta at du skal lage et kontinuerliggypasStiter som gir en spesifisert forsterkniny, ~ ved
en spesifisert frekvens, . Ga fram slik: Du lager farst et kontinutligaséilter etter
prosedyren beskrevet i avsnitt 10.3.1. La oss kalle filteret duH{&s) . Erstatt sii alle

H_(s) medvg/s . Det nye filteret vil da bli étgypashiter med egenskapen
|HH(s)|s: i |HL(s)|S= = Ay (10.28)

slik som gnsket. Hvis du skal lage et digitalt filter kan du sa substituese for

Et bangbasdilter der v, er nedre grensefrekvens ag er gvre grensefrekvens, har ideelt
amplitudeforlap som vist i figur 10.7 (a). Forlgpet til et k&oddilter er vist i figur 10.7 (b).
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Amplitude
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i
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-135
-180
0

0.2t 0.41mt 0.61t 0.81t 1.0m

Figur 10.6 Frekvensrespons av 6. ordens Butterworthfilter med 15 dB dempning ved
w = 0.3m.

Ved a kople et hgypass- og et lavpassfilszriefar vi et bandpassfilter.
Ved & kople et hgypass- og et lavpassfilmarallell far vi et bandstoppfilter.

Amplitudeforlgpene for disse lavpass- og hgypassfiltrene er vist med tynne linjer i figur 10.7
(a) og (b).

Dermed har vi prosedyrer for & lage alle fire filtertyper i analog eller digital utgave.
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Figur 10.7
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10.4  "Wild-point"- utplukking

Helt apenbare feil kan forekomme i maledata tatt opp fra en prosess. Man gnsker & kunne
automatisere prosessen med a lokalisere slike gale punkter (“wild-points"). Disse kan fram-
komme p.g.a. feil i datatransmisjonen, A/D-omsetter-feil, eller formatteringsfeil. Et eller flere
slike gale punkter vil fort kunne innfgre betydelig feil ved for eksempel beregning av effekt-
spektra. Vi skal se pa en metode for automatisk deteksjon av slike feil. Metoden baserer seg
pa antagelser om relativt glatte data og at feilmalingene avviker betydelig fra denne
oppfarselen.

Vi kaller den malte variable fox. Vi benytter to lavpassfiltre for lgpende estimering av
E(x2) og E(X) (=X).

En blokkskjema-framstilling av algoritmen er vist i figur 10.8.

x[i+1] i redigert
p-| Sammenlign x[i +1]

x[i] og redigér

r——— - - - 1T - - - — — — — 1
! , (x[i1)? ! T _
—® RC filter Kvadrat I s[ ]
| - 1]
| [ inkrementéi
I

|
— Kvadrat —® RC filter |
|

redigert
e e - x[i]

Figur 10.8 ldentifisering av gale punkter.

Lavpassfiltrene gir et kontinuerlig og glidende estimatE{(w?) X0g , og dermed er estima-
tet s?[i] for variansen gitt ved

il = EQGE[i]) - (x[i])? (10.29)

som svarer til (6.24) i kapittel 6.

Verdien x[i+ 1] aksepteres sa hvis f.eks.
X[1] =kg i] <x[i+ 1] <Xx[i] +kq[ i] (10.30)

Her velgesk av brukeren, f.ekk =3 th =9 mekd=6 som et typisk valg. Hvis man
finner gale punkter basert pa (10.30) kan disse Igpende erstattes med en interpolert verdi.



Kapittel 11: Regulering av stokastiske systemer
- optimale regulatorer med gitt struktur

| dette kapittelet skal vi se hvordan vi med basis i det vi introduserte i kapittel 8, avsnitt 8.1,
kan konstruere optimale regulatorer og reguleringssystemer for en prosess.

Vi skal forutsette stasjonaere, ergodiske signaler. Vi skal utvikle teorien bade for kontinuer-
lige systemer og signaler, og for det diskrete tilfelle.

11.1 Godhetskriterier for regulatorer

| et stokastisk system er det naturlig & assosiere kriterier for reguleringsgodhet med statistisk
parametre i systemet. Hvis vi for eksempel gnsker & regulere en prosessutgang til
y(t) = yg(t) , deryg(t) eren referanse (ofte = 0) , kan det veere naturlig & minimalisere

J = E[{ W()-yr(t)}?] (11.1)

som gir midlere kvadratisk avvik mellom(t) og referanseverdien. Vi forutsetter at regula-
toren gir null stasjoneert avvik nar vi ignorerer stayen som pavirker systemet. Hvis denne

stgyen har null middelverdi, VIE(Y(t)) = yg , slik dtrepresenterer variansen ¥i(t)

Det er imidlertid slik at en regulator hvor parametrene er valgt slik at (11.1) minimaliseres,
fagrer til mer bruk av padrag enn gnskelig for visse prosesser. Derfor velger man ofte et
alternativt kriterium for reguleringsgodhet, nemlig

J = E[{ Y()-Yg(1)}?] + HE[{ u(t)-Ug(t)} ] (11.2)

hvor u er en valgt konstar 0, og hvar; = E[u(t)]

Bruk av slikeminimum-varians-kriterier kan veere aktuelt av flere arsaker:

1. I en produksjonsprosess hvor man for eksempel produserer papir, er variansen av ulike
variable et opplagt kvalitetsmal.

2. |l andre prosesser spiller kanskje ikke spredningen i kvalitet og/eller dimensjoner i seg
selv sa stor rolle. Man vil imidlertid ligge sa neer en kritisk grense som mulig. Dette
gnsker man ved lagerstyring: Variasjoner i lagernivaet er uten betydning. Men lavest
mulig midlere lagerbeholdning er viktig, da denne bestemmer lagerkostnadene. Sam-
tidig snsker man ikke at lageret skal ga tomt nar man trenger en vare. Man gnsker alts:
et kompromiss mellom midlere lavt lagernivd og sannsynligheten for at lageret gar
tomt. Problemet Igses ved en regulering som minsker variansen i nivaet. Man kan der-
med ligge naermere den kritiske grensa. Dette er skissert i figur 11.1.
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sannsynlighetstetthetsfunksjon 1 fordelingsfunk_sj(_)n_
Ny / grenseverdi 0.8
f
0.4 |
0.2
e , oA .
10 15 0 5 10

Figur 11.1

11.2  Optimalisering av regulatorer med fast struktur

Vi skal anta i det fglgende at regulatoren for et bestemt system har en gitt struktur (dvs. orden
pa regulatoren og type regulator er valgt, f.eks. P eller Pl-regulator), og at vi gnsker a tilpasse
parametrene i denne regulatoren slik at et kriterium for reguleringens godhet av typen (11.1)
eller (11.2) minimaliseres. Vi antar videre at vi har beregnet eller estimert spektrene til

prosessens stgysignaler, utgangssignaler, osv. Hvis vi na for enkelhets skyld antar at

Yg = Ug = 01i(11.2), har vi fra (8.11) i kapittel 8 at J kan uttrykkes som

3= 2 [ 10,0, @) + gy (o 0)lde (11.3)

hvor a indikerer at effektspektrerqi;,y g, avhenger av en regulatorparameteivektor
(for en Pl-regulator vila veere; = Kp 08, =T, ). | det diskrete tilfellet far vi tilsva-
rende (se (8.38) i kapittel 8 mead= 0 )

1
1= 5 [ [9(9.0) + u6(Q. 0)]d0 (11.4)

@y 09 @, er rasjonale funksjonerjio , henholds##8 | i det kontinuerlige respektive det
diskrete tilfellet. Da kan vi i det kontinuerlige tilfellet skrive

P(jw)P(=jw) _ P(s)P(=s)

WO = 5ie)aCie) - 09 (11.5)

B(el?)B(e1?) _ B(2B(z?)

A(B)A(e1Q)  A(DA(ZY) (11.6)

og i det diskrete tilfellet (pyy(Q) =
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Tilsvarende spektral faktorisering kan foretas gy, . Det er underforstégf at @, pg

fortsatt er funksjoner av regulatorparameter-vektanen , selv om vi ikke eksplisitt skriver
dette.

Merk atB, A P, Qna er definert slik at de er polynomes &ller z (eller z1 , resultatet blir

det samme uansett, som papekt tidlige@). har nullpunkter i venstre halvplanA inans
nullpunkter innafor enhetssirkelen (dette p.g.a. forutsetningen om stasjonaere signaler, effekt
spektrene ville ikke ha eksistert hvis ikke dette var tilfelle).

Vi skal ga inn pa hvordad beregnes, og vi betrakter fgrst det kontinuerlige tilfellet. Ved
innfaring av den nye variabe = jw , og ved a benytte (11.5) far vi, pdet antas a veere
null (dette er kun for a lette framstillingen)dw = ds/ | .Nar garfea  +ib gar
fra—jow til +jw, og da blir (11.3)

_ " PP
1= 00 = 5 f A9(9® ()

—Joo

P(S) = pp+ PyS+ PSP +... +p,_S" 1
hvor 0" PSR -t (11.8)
Q(S) = Qg+ q;S+ s+ ... +Q,s"

Et bestemt sett regulatorparametre  farer til et tilsvarende sett koeffisgnterq;, og , og
dermed til en tilsvarende integrand i (11.7). Vi kan na benytte residueregning slik som
beskrevet i kapittel 1 for & finne J for dette settet av regulatorparametre

En systematisk oversikt ovérsom funksjon ayp; og; er vist i tabell form i tabell 11.1 for
systemets orden< 4

_ P
20,0,

_ PZdo + p§d,
2 20,0,9,

_ P30qds + (PF —2pgP,)doTs + P§A203
20093(~0o0s * d19,)

_ P3(—9593 + do1d2) + (P53 —2P; P3) 0ot da
ZQOQ4(_qOQ3 Q1Q4 +010,03)
. (P? —2PyP2)GoGals + PF(— 0107 + 02030,)
ZQOQ4(_QQQ3 Q1Q4 +010,03)

Tabell 11.1 J, fom =1,2 3 4
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En FORTRAN subrutine for beregning av det kontinuerlige tilfellet er vist i det falgende:
B (s)i programmet tilsvarelP (s) ogA (s)tilsvarerQ (s)

SUBROUTINE COLOSS (A, B, N, IERR, V, IN)

PROGRAM FOR EVALUATING THE INTEGRAL OF THE RATIONAL
FUNCTION

LI(2*PI*)*B(S)*B(—S)/(A(S)*A(—S))
ALONG THE IMAGINARY AXIS

A—VECTOR WITH THE COEFFICIENTS OF THE POLYNOMIAL
AL)*S*N + A(2)*S**(N—1) + -+ A(N + 1)

IT IS ASSUMED THAT A(l) IS POSITIVE

B—VECTOR WITH THE COEFFICIENTS OF THE POLYNOMIAL
B(1)*S**(N—1) + B(2)*S*(N—2) + -+ B(N)

THE VECTORS A AND B ARE DESTROYED

N—ORDER OF THE POLYNOMIALS A AND B

IERR—WHEN RETURNING IERR=1 IF ALL ZEROS OF A ARE IN LEFT
HALF PLANE IERR=0 IF THE POLYNOMIAL A DOES NOT HAVE
ALL ZEROS IN LEFT HALF PLANE OR IF A(1) IS NOT POSITIVE

V—THE RETURNED LOSS

IN—DIMENSION OF A AND B IN MAIN PROGRAM

SUBROUTINE REQUIRED
NONE

O 0000000000000 000000000O0O0

DIMENSION A(IN), B(IN)

IERR =1
V=00
IF (A(1)) 70, 70, 10
10 DO20K=1,N
IF (A(K + 1)) 70, 70, 30
30 ALFA = AK)/A(K + 1)
BETA = B(K)/A(K + 1)
V =V + BETA*2/ALFA
KL=K+2
IF (K1—N) 50, 50, 20
50 DO60I=KI,N,2
A(l) = A(l) - ALFA*A(I + 1)
60 B(l) = B(l) - BETA*A(l + 1)
20 CONTINUE
V=V/2.0
RETURN
70 IERR=0
RETURN
END

Betegnelsen “COLOSS” henspiller pa at man beredrfer et “COntinuous” system, og at
kriteriet J i engelsk terminologi ofte kalles “LOSS function” (tapsfunksjon). Algoritmen er

rekursiv og beregnel, ved farst & beregne objektfunksjoner av dy@en., n—1

(Det forlanges ikke at du skal forsta virkematen til algoritmen, poenget her er bare & illustrere
at det finnes et rekursivt alternativ til residueregning, siden residueregning blir uhyre kompli-
sert for storen ).

For detdiskretetilfellet gjelder (11.4). Vi antar igjen gt = 0 , innfgrer= €9  og far
dz = jéQdQ 0 dQ = JiZ dz og dette gir (jfr. (2.26) i kapittel 2, med diskrettic= 0 ):

B(2)B(z1) 14,

J = ¢,[0] = 2rq f (DALY 2 (11.9)

hvor integrasjonen foregar langs enhetssirkelen definerizved 1
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Vi har at

Man kan ogsa her benytte residue-regning for a finne J i (11.9).

A(2)
B(2)

En rekursiv subrutine for beregning &er gitt i det falgende.

0O 0000000000000 0000O00O000O0O0

20
30

40
10

50

SUBROUTINE SALOSS (A, B, N, IERR, V, IN)

PROGRAM FOR EVALUATING THE INTEGRAL OF THE RATIONAL
FUNCTION

L(2*PIHI)*B(2)*B(IZ)/(AZ)*AIZ))*(1/Z)
AROUND THE UNIT CIRCLE

A—VECTOR WITH THE COEFFICIENTS OF THE POLYNOMIAL
AQLFZHN + AQR)*Z*(N-1) + -+ AN+1)

B—VECTOR WITH THE COEFFICIENTS OF THE POLYNOMIAL
B(1)*Z**N + B(2)*Z**(N-1) + ---+ B(N+1)

THE VECTORS A AND B ARE DESTROYED

N—ORDER OF THE POLYNOMIALS A AND B (MAX 10)

IERR—WHEN RETURNING IERR=1 IF A HAS ALL ZEROS INSIDE UNI
CIRCLE IERR=0 IF THE POLYNOMIAL A HAS ANY ROOT OUTSIDE
OR ON THE UNIT CIRCLE OR IF A(1) IS NOT POSITIVE

V—THE RETURNED LOSS

IN—DIMENSION OF A AND B IN MAIN PROGRAM

=t

SUBROUTINE REQUIRED
NONE

DIMENSION A(IN), B(IN), AS(11)

A0 = A(1)

IERR=1

V=00
DO10K=1,N
L=N+1-K

L1=L+1

ALFA = A(L1)/A(1)
BETA = B(L1)/A(1)

V =V + BETA*B(L1)
DO201=1,L

M=L+2-|

AS(l) = A(I)-ALFA*A(M)
B(I) = B(I)-BETA*A(M)
IF (AS(1)) 50, 50, 30
DO401=1,L

A(l) = AS(l)
CONTINUE

V =V + B(1)*2/A(1)

“SALOSS” henspiller her pa “SAmpled LOSS".

Til seinere bruk skal vi gi analytisk beregnede uttrykkifodrn = 1 ogn = 2 :

1=

_ ag(b3 +b%)—2byb,a,
a(ag—ay)(ay + ay)

_ ay(8g +a,)(bg + b + b3) — 2a5a,b, (by + b,) — 2bgb,(apa, —af + aj)

n n-1 n-2
aoz +a12 +a22 +...+an

n n-1 n—2
boz" + b 2"t + by,z2"4 + L+ Db,

J

ap(ag—ay)(ag—a; +ay)(ag+a; +ay)

159

(11.10)

(11.11)

(11.12)
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Vi skal i det fglgende se pa to eksempler.

Eksempel 1: A styre et lager optimalt (diskret regulering):
(Hentet fra L. Ljung: “Reglerteori - moderna analys- og syntesmetoder”, Lund 1981).

Vi antar at lagerbeholdningen kan uttrykkes som et reelt tall, dvs. enten som volum eller vekt,

eller som et antall enheter som er sa stort at lageret kan sies & variere kontinuerlig. La
y + y[ K] veere lagerbeholdningen ved slutten av kldga 0 + u[ k] veere en bestilling i lgpet

av dagk for komplettering av lageret, og la+ 4 §  veere lageruttaket i lgpet ak.ddgrk

at de tre variable alle er modellert som en konstant middelverdi + avvik fra denne middelver-
dien. y[k],u[k] og z[k] kan gjerne blinegative uten at dette er ufysikalsk, siden de
representerer variasjoner om midlere verdier.

Oppfarselen til kundene betraktes som en stokastisk prosess. Etter lengre tids logging av
denne, har man oppdaget at uttak fra lageret er korrelert i tid, dvs. stort uttak en dag medfarer
vanligvis stort uttak ogsa neste dag. En modell pa formen

7+ 4K = z+ (MK +av k=1]) (11.13)

viser seg a gi en god beskrivelse av de faktiske tidsserier. Herkgr hvit stgy med null
middelverdi og varians 1.

| det man regner to dager fra utsendt bestilling pa nye varer for & komplettere lageret, til
mottak av varene, blir modellen:

y+ylK = y+yk-1]+z+4 K +0+u[k-2] (11.14)
her ery ogu konstante verdier for henholdsvis midlere lagernivd og midlere bestilt vare-
mengde pr. dagy kan trekkes fra pa begge sideri og  vil veerezlik , slik at disse
kansellerer hverandre. Da blir den dynamiske delen av modellen, nar vi setter inn for
zZ[ K| meda = 0.9:

yIK] = y[k—=1] +u[k—2] +V[K] +0.9v[ k—1] (11.15)

Vi vil na forsgke & styre lageret med en proporsjonalregulator

ulk] = —Ky[k] (11.16)

1+0.97°1 _ B(zY)

Dette gir y[k] = 1—r1+Kr2V[ K] = mv[ K] (11.17)
Siden @, (Q) = 1 , farvi
@ (2) = B(2B(z) (11.18)

A(2)A(Z1)
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Hereray = 1,8, = -1 @, = K by = 1 b; = 0.9 od, = 0 . Ved bruk av (11.12) far vi

(1+K)1.81+ 1.8

T2 = valylk) = TRy K F o)k

(11.19)

Denne funksjonen ak er vist i figur 11.2.

var{ y[K]}
30

20

10

Figur 11.2 var(y[Kk]) som funksjon av proporsjonalforsterkningén,

J, far minimumJ, \y = 7.23 fork = 0.5. Viseraf, - « nd - 1 . Dette skyldes at

systemet da blir ustabilt. N& - 0 , vilogdd - « , men her av andre arsaker, nemlig at
integralet av en stokastisk prosess vil ha linesert gkende varians med tida (ligning (11.15)
inneholder en diskret integrator, noe vi ogsa ser av (11.17) hvis viketted ).

Anta sa at store avvik i bestillingen fra gang til gang er ugnsket, dvs. gujig # 0) fra
normalbestillingen bgr unngas hvis mulig. Vi benytter dg = E(y?[K]) + HE(u?[K])

som det nye kriteriet hvor nd>0 . Da[k] = —Ky[K] , blir

_ (1+pK?)(3.61+ 1.8K)
- (1-K)(K +2)K

J, = (1+pK?)var(y[K]) (11.20)

J,, er na skissert som funksjon kg for ulikep i figur 11.3.

Vi ser at den optimal& minker narp  gker. Fop = 1 vil for eksempg¢}, = 0.41  og
Jo min = 8.72. Nérp = 0, blird, y = 7.28 forKy,, = 0.5 som fer.

| figur 11.4 er dessuten vist lagernivasvingninger for det uregulerte tilfellet (a), og nar
K = 0.5 (b). I tilfellet (a) ser vi at variansen gker med tiden. Prosessen er da ikke stasjoneer.
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30

20

10

Figur 11.3 J = var(y[k]) + p var(u[k])  for ulikeu oK.

10

;emTw.,meTTm,.ﬂW[ Wmﬁmm WWW

5 i

-10f K=0 -

o®
(8)2

-15 ! ! ! ! ! ! ! k
0

oG
(0) 2

10 20 30 40 50 60 70

Figur 11.4 Svingninger i lagerbeholdning uten og med regulering.
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Eksempel 2: Dobbeltintegrator (kontinuerlig regulering):

Vi skal nd se pa syntese av kontinuerlig regulator for et kontinuerlig system. Systemet er
kjent fra Balchen: “Reguleringsteknikk”, s. 286 - 288, eller Finn Haugen: “Anvendt regule-
ringsteknikk”, s. 428 - 432. Vi har en dobbelt integrator. Vi vet at en rein proporsjonal-

regulator er ubrukelig for et slikt system, for da vil systemet - uansett forstelkging - ligge
og oscillere pa stabilitetsgrensa med egenfrekugns JK_p (= kryssfrekvensen). Vi ma

lgfte fasen rundt kryssfrekvensen, og fra Balchen eller Haugen vet vi at en akseptabel Igsnin
i dette tilfellet er en PD-regulator, som i praksis alltid ma veerbegmensefD-regulator.
Det regulerte system er vist i figur 11.5.

v(t)

r(t) 1+Tgs | u(t)
Pl+aTys

y(1)

Figur 11.5

Her era <1 , typisk verdi = 0.1.
Systemet antas utsatt for hvit stgy, med autoeffektspekgyw) = 1

Det lukkede systems transferfunksjon fra stgyen til utgangen blir

1+aTgs
aTys®*+s2+ K Tgs+ K,

Hyy(s) = (11.21)

Effektspektretq,,(w) pa utgangen blir na
q)yy(w) =H vy(j (A)) H Vy(_j (A)) (pvv((")) (1122)
Vi skal na benytte (11.7) og tabell 11y, (w) kan faktoriseres som

Huy(S)Hyy(—5) By = % u (11.23)

Pyy
dvs. vi har

P(s)

Pot+ P;S+ P,S? = 1+0aT,s
0T P> B ‘ (11.24)
Q(S) = G+ G+ s? +0gs® = K+ K Tys+ € +aTys®
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Hvis vi bruker tabell 11.1, 3. linje, far vi etter forenkling og forkorting

1+K (aT,)2
g = b 7o) (11.25)
2K2T y(1-a)
Vi ser umiddelbart at vi kan reduserear]y(t)] sa mye vi vil ved akgke , sa lenge
T4>0. N& vil vi méatte velge en endelig, av praktiske arsaker (blant annet vil padraget bl

sveert kraftig hvisKp er stor. Dette kunne man tatt hensyn til ved & trekke padraget inn i

optimalkriteriet slik som vi gjorde i siste del av lagerstyringseksemplet. Men for a fa et
enklere regneeksempel gjar vi ikke det her).

Vi antar i det fglgende zh(p er valgt ut fra en betraktning om kompromiss mellom hurtighet
og padragsbruk. Vi gnsker na a finne den optimigle Knar er gitt.
dJ
Vi sgkerT, slik at——> = 0 . Dette vil gidem, som gir minimum aar{ y(t)] sz
dT4
er valgt. Fra (11.25) far vi

03; 9 DL+K,(aTg20
0Tq  OTyRK2T4(1-a)

(11.26)
_ 2K2T4(1-0)K,(202T ) — (1 + K (aTy)2) (2K 2 (1 ~a))
[2K2To(1-a)]2

Dette gi ds _ 0 n3

e eglrd—_l_d = nar

TaK p(202Tg) — (1 +K (aTe)2) = 0, dvs. n&iy = 1K (11.27)

a
p

(Hvis stayen ikke hadde veert hvit, ville den optinibje blitt en annen. Beregningene hadde

da blitt mer kompliserte. Vi matte da farst ha faktorisert stgyspektret og brukt metoden i
kapittel 8. Den er forklart i tilknytning til figur 8.2)

Hvis vi lgser (11.27) m.h.X,  far vi:

O (11.28)

og 0 dB-linja finnes ved a forlangg, = /Koy . se Bode-diagrammet i figur 11.6.
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[Ho(jw)| (asymptotisk),

logaritmisk skala langs frekvens
og amplitudeaksen

100 ————ry ————ry ————ry

1 W, (asymptotisk)

d Balchen/Haugen

1
K =
10" 10’ 10" 10” 10°
1 (= —L_ 0 dB med stokastisk optimalisering
pL T (272
a?T3

Figur 11.6 Amplitudeforlgp av slgyfetransferfunksjon

1
JoaT,

at den blir starre enn den,,  som vi far med den seriekompensasjons-baserte metoden brul
i Balchen eller Haugen, forklart nedenfor.

Vi finner s& den asymptotiske kryssfrekvensen = som vist pa figur 11.6. Vi ser

Seriekompensasjon i fglge Balchen/Haugen gar som fglger:

w., velges som det geometriske middel mellom de to knekkfrekvensene i den begrensede
PD-regulatoren. Dette farer nemlig til @t gir et maksimunila,(jw) , dvs. maksimal

fasemargin. Geometrisk middel betyruat,  blir

_ |1
@e2 =T,

1
Ja Ty,

(11.29)

e
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Vi kan sa bruke ligninga

2
L J“(wa‘zz) =1, (11.30)

Ho(jogo)| = K= i
| ol c2)| pz(,ogz 1+(Gwa02)2

til & finneK ,,, som - etter innsetting fos,,  og en del mellomregning - blir

K (11.31)

_ 1

Det viktige & oppsummere her, er at forsterkinga og kryssfrekvensen blir markant hgyere ved
stokastisk optimalisering enn ved Balchen/Haugen-metoden, som er basert pa kravet om
maksimal fasemargin. Forskjellen i forsterkning er stor. (11.28) og (11.31) gir

1

K, =—K
pl C(,\/a p2

(11.32)

Fora = 0.1 gir (11.32) en forskjell pa s& mye som 30 dB.

Den stokastiske optimaliseringen tar utelukkende hensyn til kravet om & minimalisere effek-
ten pa utgangen, uten a skjele til fasemargin. Vi ma dermed forvente mindre fasemargin med

denne metoden (den blir bare ca. 15°dor 0.1 , mens Balchen/Haugen-metoden gir 55°).

Dette er risikabelt, fordi det alltid vil veere et visst avvik mellom den modell vi bruker, og det
virkelige fysiske system. Derfor gnsker vi en viss stabilitetsmargin. | en praktisk regulerings-
situasjon ville vi derfor redusere forsterkingen noe ut fra Bode-diagram og en
stabilitetsmargin-betraktning, hvis vi farst hadde beregnet et paramekersettT, og via en

slik stokastisk optimaliseringsprosedyre.



Kapittel 12: Regulering av stokastiske systemer - optimale
regulatorer med optimal struktur

| forrige avsnitt diskuterte vi minimalisering av variansar regulatoren har en fast, gitt
struktur, men med ukjente parametre. Vi skal i dette kapitlet betrakte minimalisering av
varians nar ogsa regulastrukturenkan velges optimalt.

Vi antar som fgr at systemet er monovariabelt, linegert og tidsinvariant, og at forstyrrelsen
som eksiterer systemet er en stasjonaer, stokastisk prosess med rasjonalt effektspektrur
Prosessmodell og stayspektrum forutsettes kjent. Systemer og signaler antas diskrete i tid.

Vi skal etterhvert se at den sakalte dead-beat-regulator som vi har utledet tidligere, faktisk
ogsa Vil veere akkurat den regulator som vil oppfylle kravet til minimum effekt, og at det ikke
finnes noen annen diskret regulator som gir mindre effekt pa utgangen. Derfor vil jeg hyppig
henvise til kapittel 5 i det fglgende.

12.1 Regulatoralgoritme
Vi antar at prosessen kan beskrives av en ARMAX-modell (ligning (5.1) i kapittel 5)
A(zY)y[K = zM™Bzlu[Kk] + C(z1)e[K] (12.1)

Men na ereg[k] ikke lenger en deterministisk forstyrrelse, f.eks. en diskret enhetjjls.
er na diskret hvit stay med autoeffektspektrum = kons, .= . Som i kapittel 11 ansker vi &

minimalisere E(y?[k]) ved tilbakekopling (vi skal ikke ga& inn p& veiing av padraget i
optimalkriteriet i dette kapittelet). Vi skal na omforme (12.1) for & kunne vise at dead-beat-

regulatoren (5.11) i kapittel 5 gir minimum varians 1§k] er hvit stay.
| det fglgende dropper vi for enkelhets skyld argumentet i polynorAeBeC , det er
underforstatt.

Ved a inkrementere tida skritt framover, og ved a dele pdpa begge sider, gir (12.1)
yIk+ i = %u[k] ¥ %a[k+ i (12.2)

Ved a benytte polynomidentiteten (5.5) fra kapittel 5
C=AF+ZzMG (12.3)

kan vi skrive (12.2) som

yIk+m = Fe[k+m] + i:u[k] +%e[k] (12.4)

1. Egentlig: effekt, men effekten er lik variansen nar utgangens middelverdi = 0)
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Hvis vi lgser (12.1) m.h.pe[k] , far vi
= Ayrig—Brm
e[kl = Zy[K-gz ™K (12.5)

Dette innsatt i (12.4) gir

yIk+m = Fe[k+m] + %u[k] ¥ %%y[ k]-grmu[k]g (12.6)
eller ylk+m = Fe[k+m] + [% —i—gz—m}u[k] +%y[k] (12.7)

Uttrykket i hakeparentesen kan skrives som

g[% _ 5/-':9} (12.8)

Ved a benytte polynomidentiteten (12.3) far vi

B[C z™G] _ B[AF] _ BF
E[Z _T} B C[A} - C (12.9)
og (12.7) blir dermed
y[k+m = Fe[k+ m +%Fu[k] +%y[k] (12.10)

(12.10) er ekvivalent med ARMAX-modellen (12.1), men (12.10) gir oss ny innsikt. Det
forste leddet i (12.10) er

Fe[k+m] = (1+ f,zt+ f,z2+... +f _,z(MD)e[k+ m]| (12.11)
= g[k+m] + fe[k+ m=1] + fe[k+ m=2] + ...+ e[k+1] '

Siden g[k] er hvit stgy med middelverdi = 0, far vi da at den betingede forventningsverdien
til y[k+ m| nar y[i] ogu[i] erkjentfoi<k blir

E(yLk+ mk]) = y[k+ mk] =

12.12
(1+f1+...+fm_l)E(e[k])+%Fu[k]+%y[k] - %Fu[k]+%y[k] (12.12)

og effekten som vi skal minimalisere blir
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E(y2[K]) = E(y2[k+m]) = E[%—%’—:u[k] +%y[k]%+ Fe[k + m]T =
(12.13)
E[E%Fu[k] +2yIK g} + 2E(Y[ k+ mKIFe[k + m]) + E(Fe[k + m])2

Na er e[k+1],e[k+2],...,e[k+m] ukorrelerte meg[i] og[i] fok . Vibruker

y[i] fori<k og u[i] fori<k, for & regne ut nytt padrag K] ved diskrettid . Dermed
kan vi ikke pavirke det siste leddet i (12.13). Det inneholder bare framtidige utfa[lkdv

Det midterste leddet (kryss-leddet) blir = 0, fogdik + mk] er ukorrelert med framtidige
utfall av €[k] . Dermed er det bare det fgrste leddet, som er identiskyfrket m k] , Vi kan
pavirke ved vart valg av padrag k] . Minimumsverdien av dette leddet er sjalsagt 0 nar
y[k+ mk] = 0.

(12.12) gir

BEU+ K =0 = u[K = —2y(K (12.14)

(12.14) er det padrag som gir minimum effekt[ik + m] . Denne regulatoren kalles i littera-
turen for*minimume-varians-regulatoren” for ARMAX-modellen (12.1).

Vi oppsummerer:

Anta en prosess beskrevet av
A(Z1)y[Kl = zMB(zY)u[K] + C(z1)e[K] (12.15)

hvor g[k] er diskret hvit stgy med autoeffektspektrum = kongi..=
Da er minimum-varians-regulatoren gitt av

UK = —2yiK (12.16)

hvor polynomené ogG er av ordemm - 1ogn - 1, og definert ved identiteten

C= AF+ zMG (12.17)

Vi ser at (12.14) er identisk med dead-beat-regulatoren for det deterministiske tilfelle. Mer
om det seinere.
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Merknad 1:
Siden E(y[K]) = 0 vil effekten i signaleE(y?[k]) = vdy[k]) . Effekten pa
utgangen med MV-regulering blir (jfr. (12.13) med leddet til venstre = 0):
var(y[K]) = E(Fe[k + m])?
= E(e[k+m] + fe[k+ m=1] + ...+ f __,e[k+1])? (12.18)
= (1+f2+..+f2 E(EK]) = 1+ f2+...+f2_))o,

Hvis vi anvender en annen regulator, men slik at det lukkede system fortsatt er stabilt,
vil effekten (= variansen) bli starre, og gitt av (12.13), na med leddet til verdtre

Siste linje i (12.18) folger av at alle ledd av typé&f{e[i]e[j]) = O jnéir , 0g at
E(e[i]e[i]) = @, pr. forutsetning.

Forgvrig har vi et resultat i (8.50) som stemmer med (12.18)
m-1

EGPIK) = Qo ¥ Wil = . 2] (12.19)
ji=o ji=o

Merknad 2:

Reguleringsavviket definert som som forskjellen mellom virkelig utgang og det vi
predikterte at den ville bli da vi van tidsskritt tilbake i tid, er gitt ved

Ay[k+ m] = y[k+ m] —y[k+ mk] = Fe[k+ m]| (12.20)
som ekvivalent kan skrives
Ay[K] = y[K] —y[k k—m = Fe[k] (12.21)

Merknad 3:

Fra (12.21) har vi at reguleringsfeilen er gitt &y[k] = Fe[K] . Bl&] er hvit
stgy ogF har ordemm - 1, betyr dette at E(Ay[K]Ay[k+ p]) = ¢AyAy[ p] =0

narp = m. Dette betyr at en lgpende, numerisk beregnet autokorrelasjon kan benyttes
for & etterprgve om hvorvidt en minimum-varians-regulator fungerer riktig.

12.2  Optimal m-skritts prediktor

La oss na tenke oss at vi har et system som ikke kan pavirkes, dvs. utgangen skyldes den
hvite stayen og ikke noe annet. Vi far&RMA -modell

A(z1)y[K = C(zh)e[K] (12.22)
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Na& star vi ikke lenger overfor et reguleringsproblem, siden vi ikke har noe padrag. Men det
kan veere interessant & prgve a prediktere (forutsi) verdien av utgsplyen nar malin-
ger fram til tidspunktek er kjent. Vi kan finne denmeskritts-prediktoren ved hjelp av
utledningene i avsnitt 12.1, bare ved a seiftk] =0

(12.10) girda  y[k+ m = Fe[k+m] + gy[ K (12.23)
Tar vi forventningsverdi pa begge sider far vi m-skritts-prediktoren, jfr. (12.12)

E(yk+ mK]) = yTk+ mK] = (1+ £, fo4 .+ o )ECeIK) + SYIK]

o (12.24)
0 ylk+ mk] = 2y[K
som kan skrives pa rekursiv form
y[k+ mk] = —¢;y[k+ m=1|k=1]-...—c,y[k+ m— nk—n]
(12.25)

+0oYlKl +g,y[k—=1] +... +9g,_1Y[k—n+ 1]

Hvis vi na vender tilbake til problemstillingen i avsnitt 12.1, kan vi umiddelbart sla fast at nar
vi har minimum-varians-regulering, sa blir m-skritts-prediktoren gitt av (12.12):

yIk+ mk] = -BE:Eu[k] +(—éy[k] (12.26)

Vi ser derfor at minimum-varians-regulatoren inneholder en m-skritts prediktor og at padra-
get velges slik at den predikterte utgangen blir lik null. Den egentlige verdigfkav m]
blir lik prediksjonsfeilenFe[k + m]|

Hvis vi ikke gnskery[k] regulert til null, men til en referangg k] , velges padraget slik at
den predikterte malingen blir ligR[k] . Dvs. fra (12.26):

YRIK+ ] = %Fu[k] +gy[k] , (12.27)

eller  u[k] = BEFyR[k+ m]—BEFy[k] (12.28)

Vi ser av dette at det stokastiske reguleringsproblemet er separert i et prediksjonsproblem o
et reguleringsproblem hvor man velger padraget pa basis av prediktert veyfiklav . Man
regulerer systemet ved hjelp av en dead-beat-regulator (jfr. (5.10) og (5.11) i kapittel 5) som
om det var deterministisk (alle[k] = 0 ), men oppnar likevel minimum effekt av (det
virkelige) stokastiske system. Dette viktige resultatet kakgmrasjonsteoremet
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12.3  Sammenheng MV- og dead-beat-regulering

Vi har altsa funnet ut at dead-beat-regulatoren og MV-regulatoren er den samme. Denne
likheten blir lettere a forsta ved falgende betraktning. Anta at var ARMAX-modell eksiteres

av en diskret enhetspulgk] . Ligning (5.8) i kapittel 5 gir at impulsresponsen med dead-
beat-regulator blir

he[Kl = f, (12.29)

derf, er koeffisienteneR-polynomet.
(Merknad: Impulsresponsen blir “FIR”, Finite Impulse Response, se kapittel 10).

Ser vi pa det stokastiske tilfelle hvafk]  er hvit stay, kan vi na betrakte denne stgyen som
en serie med diskrete impulser som inntreffer etter hverandre i tid, og som har forskjellig
amplitude. Dermed kan vi bruke superposisjonsprinsippet og betrakte den stokastiske respon-
sen som summen av responser av typen (12.29) pa hver av disse pulsene. Dermed blir det

rimelig at en dead-beat-regulator ogsa vil gi minimum effekt pa utganges[kar er hvit
stay.

12.3.1 Minimum-energi-regulator

Uttrykket (12.19) kan na gis to tolkninger. Den farste er stfektentil y[k] nar g[k] er
hvit stay

m-1

E(Y[KD) = @ 5 f2[i] (12.30)
=0

Den andre er somnergiertil y[k] nar €[k] er en diskret enhetspuls med amplitdde

m-1
Q=mRY f2j] (12.31)

i=o

Dead-beat-regulatoren er dermed ogsénarimum-energi-regulator for systemet!
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12.4 Robust MV-regulator

Avsnitt 5.3 i kapittel 5 beskriver en litt annerledes dead-beat-regulator, hvor systemet kom-
mer noe seinere til ro, fordi man forlanger at nullpunkt® i -polynomet naer eller utafor
enhetssirkelen ikke skal kanselleres i det lukkede system. Denne regulatoren kan anvende

nar g[k] er hvit stgy, med akkurat samme resonnement som for dead-beat-regulatoren |
avsnitt 12.1. Forskjellen blir at variansen blir noe starre, férdi  -polynomet far noe hgyere
grad, gradf ) =m+ n,—1 som visti kapittel 5, avsnitt 5.3.

Effekten pa utgangen blir na - jfr. (12.30):

m+n-1

E(y2[K]) = @ Z f2[j] (12.32)
i=0

Merk gvre summasjonsgrense!

Hvis vi na vender tilbake til eksempel 2 i avsnitt 5.2.4, sa er responsen for dette systemet na
€[k] er en diskret enhetspuls med amplitude 1 (dvs. impulsresponsen) vist i figur 5.7 (dead-
beat, én riktig og to gale parameterverdier) og i figur 5.9 (robust dead-beat, én riktig og to
gale parameterverdier).

Tilsvarende resultat for systemet med to forskjellige regulatorer, og med varierende parame-
terverdier omkring den riktige, er vist i figur 12.4[k] er na hvit stay ped= 1

3 T T
&
>
k)
Wl 2.5¢ ]
[
©
j@)]
S o .
@
S 1.5f ; ]
£ Optimal MV-fegulator
>

1 ‘ :

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 b

Figur 12.1 Variansen pa utgangen som funksjon av paramdteren

Sammenhold denne figuren med figurene 5.7 og 5.9!

Figurene 12.2 og 12.3 neste side viser padrag og utgang med henholdsvis MV-regulator oc
robust MV-regulator nar parameterehar korrekt verdi = 0.99.
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Figur 12.3 Med robust MV-regulatds,= 0.99
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12.5 Lagerstyringseksemplet

Vi skal prave a regulere lageret fra kapittel 11 med en bedre regulator enn den proporsjonal
regulatoren vi brukte der. Vi har modellen (11.15)

y[K = y[k—1] + u[k—2] +V[K] +0.9v[k—1] (12.33)

vi skal na regulere lageret med en MV-regulator, og siden B-polynomet na har nullpunkt i
origo (det bare bestar av én koeffisient = 1) kan vi bruke den hurtigste av de to MV-
regulatorene (altsa den “ikke-robuste”). Vi har

A(zl) =1-71
B(z1) =1 ,ogm = 2 (12.34)
C(z1) = 1+0.971

Identiteten blir da

1+0.9zt=(1-zY)(1+ f,zH) +22%(g,) (12.35)

zh 09=-1+f,

(12.36)
z2. 0=-f,+g,
Dette girf; = 1.9 ogg, = 1.9 . Regulatoren blir da i falge (12.16):
(1)(1+ 1.927Yu[K] = —(1.9)y[K] (12.37)
som er det samme som det rekursive uttrykk
u[k] = —1.9u[ k—1]-1.9y[K] (12.38)
Variansen pa utgangen blir i falge (12.18) eller (12.19)
1
E(y3[K]) = (vaz f2[j] = 101+ 1.9) = 4.61 = I (12.39)

i=0

som er atskillig bedre enn det vi fikk med proporsjonalregulator, sodyyar= 7.23

Regulatoren (12.38) kan intuitivt forklares slik: Vi har med leddet mgki— 1] fordi dette
padraget ennd ikke har slatt ut pa utgangdik] . Den tidligste y som pavirkes blir
y[k+ 1] . Dermed ma vi ha med leddef k—1] for at beslutninggk] skal bli tatt pa

grunnlag av all relevant informasjon, dvs. for at beslutningen skal bli mest mulig riktig.

Og da kan vi ogsa tillate oss en kraftigere forsterkning (= 1.9) enn det vi fant ut var optimalt
med proporsjonalregulering (= 0.5).
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